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1 INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

1 Integralni pocet funkci jedné proménné

1.1 Neurcity integrdl, primitivni funkce

V pfedchézejicim studiu jste se sezndmili s dileZitym pojmem, a to derivace funkce. Funkci
f(x) jsme piifadili novou funkci f’(x). Uloha, které se budeme vénovat nyni, je v pod-
staté opatna. K funkci f(x) budeme hledat funkci F(x) tak, aby platilo F/(x) = f(x). Tzn.
polozime si otdzku, jakou funkci je nutné derivovat, abychom dostali zadanou funkci f(x).

~ Definice

Necht funkce f(x) je definovana na otevieném intervalu I. Funkce F(x) se nazyva pri-
mitivni k funkci f(x) na I, jestlize plati F'(x) = f(x) pro kazdé x € I.

\ J

~ Véta

Necht’ funkce F(x) je primitivni k f(x) na I, pak kazda jind primitivni funkce k funkci
f(x) na I ma tvar F(x) + ¢, kde c € R.

\ J

~ Pozndmka

Pokud k dané funkci existuje primitivni funkce, je jich nekone¢né mnoho a lisi se pouze
konstantou c. Vime, Ze pokud sestrojime v bodé x te¢nu k dané funkci, je derivace funkce
v daném bodé x smérnici této te¢ny. Grafy primitivnich funkci jsou posunuty rovno-
béZné ve sméru osy y. Te¢ny ke graftim v danych bodech x jsou rovnobézné (maji stejnou
smérnici) a z toho plyne, Ze majf stejnou derivaci.

1.2 Definice a vlastnosti

~ Definice

Mnozina v8ech primitivnich funkci k funkci f(x) na I se nazyva neuréity integral funkce

f(x) a znadi se symbolem /f(x)dx. Tedy

/f(x)dx =F(x)+c, xel

~ Poznamka

1. Funkdi f(x) nazyvdme integrandem.

2. Vyraz dx je diferencidl proménné x a v tuto chvili je jeho vyznam v tom, Ze ndm
fik4, jak je oznacend proménna.

3. Cislo ¢ nazyvame integra¢ni konstanta.
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Véta

Kazd4 funkce y = f(x) spojitd na intervalu I, md na tomto intervalu neur¢ity integral

/ f(x)dx , ktery je opét spojitou funkci na I.

Uvedeme jednoduchou (ale dilezitou) vétu, kterou budeme pii vypoctu neurcitych inte-
grali neustéle pouZivat.

~ Véta N

Existuji-li na I integraly / f(x)dx a / g(x)dx, pak na I existuje rovnéz integral jejich

souctu, rozdilu a ndsobku konstantou:

[ () £ dx = [ flodxt [ gl
/k-f(x)dx - k/f(x)dx, keR.

1.3 Tabulkové integrily

Podobné jako pro derivovani, i pro integrovani existuje celd fada pravidel, kterymi se pfi
vypoctu budeme fidit.

Prvni skupinu vzorcti (1-11) dostaneme, obratime-li zdkladni vzorce pro derivovani. Dopl-
nime ji o dva uzite¢né vzorce 12 a 13.

1. /de:c

xn—i—l
2. /x”dx=n+1+c,n7é—1,x>0
3. /exdx:ex+c
X
4. /axdx: 4 +c
Ina
1
5. /fdx:1n|x|+c
x
6. /sinxdx:—cosx~l—c
7. /cosxdx:sinx+c

z
2

1
8. /coszxdx =tanx+c, x # (2k+1)

2

9. / _1 dx = —cotx+c, x #kmn
sin” x

1
10. /7dx:arcsinx+c, x| <1
Vi o
1
11. /mdx = arctanx +c¢
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12. /f/(x)dx:1n|f(x)|+c
13. /f(x dx—f2§)+c

Obecné vzorce

1
1. /x+adx—ln|x+a\+c
1
2. /e”xdx = Ee‘”—i—c

1
3. /sinaxdx:—gcosax—i—c

=

1 .
/cosaxdx = —sinax+c¢
a

1 1 X
5. / mdx = E arctan E +c

6. / szdx = arCSing +c
1 1

7. / >—dx = —tanax +c¢
COSs~ax a

1 1
8. / dx:—acotax%—c

2
dx =In|x+ Vx2+a%|+¢

sin“ ax

N

1.4 Metoda per partes

Vime, Ze integrél ze souctu (rozdilu) je souc¢tem (rozdilem) integréld. Pro souéin (podil) nic

takového obecné neplati.
[ £ gdx # [ fxdx- [ glxax

Z pravidla pro derivaci sou¢inu dostaneme velmi uzite¢ny vztah pro integraci soucinu:

(u-v) = v+u-d=u-o=wo)—u o

/u-v/dx:u-v—/u/-vdx

Po integraci dostavame:

~ Véta

Necht’ funkce u(x) a v(x) maji derivaci na intervalu I, pak, pokud alespori jeden z inte-
grala existuje, plati

/u(x) 0 (x)dx = u(x) - o(x) — /u’(x) -o(x)dx.
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Tato metoda se nazyva metoda per partes (po ¢astech).

Hodi se na integraly, jejichz integrand m4d tvar sou¢inu dvou odlisnych funkci. Abychom
dokazali napsat pravou stranu vztahu, musime jeden ¢initel na levé strané umét derivo-
vat, coZ neni problém, a druhy ¢initel musime umét integrovat, coz uz mtize byt problém.
Metoda per partes integral vypocita jen z¢4sti. Zbyva vypocitat novy integral, ktery by mél

byt jednodussi.
Bud’ P(x) polynom. Metodou per partes integrujeme napf. integraly nasledujicich typu:

/P(x)e"‘xdx,/P(x) sin(zxx)dx,/P(x) cos(ax)dx

/P(x) arctanxdx,/P(x)lnm xdx.

s

U prvni skupiny postupujeme tak, Ze polynom derivujeme (sniZime jeho stupen), v pii-
padé potieby postup opakujeme. U druhé skupiny naopak polynom integrujeme a derivu-
jeme druhy cinitel.

~ Poznamka

V souvislosti s metodou per partes se pouzivd obrat, ktery spo¢ivd v tom, Ze po integraci
per partes a tipravach se nam znovu objevi vychozi integral. Tzn. dostdvame rovnici:

[ f@dx = h(x) +a [ flx)ds,

kde a # 1. Pfevedenim integrélii na jednu stranu dostaneme hledany vysledek:

/f(x)dx =7 i ah(x) +c.

1.5 Integrace substituci

wevs

Sezndmime se s vyznamnou metodou, kterd je jednou z nejdtilezitéjSich a nejpouzivanéj-
Sich pfi feSeni integrali. BohuZel neexistuje univerzéalni navod, kdy a jak substituci pouzit,
proto je dileZité pochopit princip substitu¢nich metod a umét vzorce pro derivovani.

Substituce typu ¢(x) =t

~ Véta .

Necht’ funkce f(t) mé na otevieném intervalu J primitivni funkci F(t), funkce ¢(x) ma
derivaci na otevieném intervalu I a pro libovolné x € I plati ¢(x) € J. Potom je funkce
F(¢@(x)) primitivni funkce k funkci f(¢(x))¢’(x) na I a plati:

[ Flo@ ¢/ @dx = [ fle)de = F(t) +c = Flg(x)] +e.
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Z ptedchazejici véty vidime, jak musi vypadat integrand, aby bylo moZno substitu¢ni me-
todu pouzit. Musi jit o vyraz, ktery je sloZen ze souéinu slozené funkce a derivace vnitini
funkce. Problémem je, Ze potfebny soucin neni vzdy na prvni pohled viditelny a je potfeba
integrand vhodné upravit.

Shrnuti a praktické pouziti:
1. oznalime substituci ¢(x) =t

2. rovnost diferencujeme: ¢'(x)dx = dt

3. v integralu /f((p(x))(p'(x)dx nahradime za ¢(x) proménnou t a za vyraz ¢'(x)dx
diferencial dt

4. fesime integral / f(t)dt proménné ¢
5. do nalezené primitivni funkce vratime substituci

Linearni substituce: ax + b =t
Jestlize mé funkce f(t) primitivni funkci F(t), §. / f(t)dt = F(t) + ¢, plati, Ze:

/f(ax+b)dx = LllP(ax—irb) +c¢, abeR, a#0.
Substituce typu x = ¢(t)

Podle véty o 1. substitu¢ni metodé jsme prevedli integral / f lp(x)] ¢ (x)dx pomoci sub-
stituce ¢(x) = t na integrdl s novou proménnou / f(t)dt. Nékdy je potteba zvolit postup
opacny a proménnou nahradit vhodnou funkci. Tzn. mame vypocitat integral / f(x)dx.
S vyuzitim substituce x = ¢(t) a dx = ¢'(t)dt se snazime pfevést integral na tvar integralu
/ fo(t)] ¢'(t)dt. Abychom byli schopni nalézt primitivni funkci, musi platit, Ze:

1. f(x)je spojitd na (a,b)

2. x = ¢(t) jena (a, B) ryze monoténni a ¢’ (t) # 0 je spojitd na (a, B).

Pokud jsou tyto pfedpoklady splnény, existuje inverzni funkce ¢ 1(x) # 0 a tedy t =
-1
¢ (x).

~ Véta

Necht’ funkce f(x) je spojitd na intervalu ], necht’ monoténni funkce ¢(t) md derivaci
na otevieném intervalu I riznou od nuly pro kazdé t € I a plati ¢(I) = J. Pak ma f(x)

na intervalu | primitivni funkci F {([Fl (x)} a plati:

[ dx = [ flp)gl (e = F o7 ()] +c.
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Substitu¢ni metodou integrujeme vétSinou iraciondlni funkce.

a) Integrand obsahuje vyraz v ax + b. U téchto integralti pouzivame substituci ax + b =
" adx = nt"ldt.

b) Obsahuje-li integrovana funkce vice odmocnin s riznymi odmocniteli "V ax + b,
®/ax +b, ... zavadime substituci ax + b = t", kde n je nejmensi spoletny nésobek
Cisel nq, ny, ...

c) Integrand obsahuje vyraz \/a? — b?x2. Substituce se oznaluje jako goniometricka,
a
protoZze klademe bx = asint nebo bx = acost, tzn. dx = 5 08 tdt pripadné dx =

a
——sin tdt.
7, Sin

1.6 Integrace racionalni lomené funkce

Kazdou racionélni lomenou funkci tvaru f(x) = g((jc)) , kde P(x) a Q(x) jsou polynomy
libovolnych stupniti, 1ze vyjadfit ve tvaru

P(x) _

00 S(x) + Ri(x) + ...+ Rs(x),

kde S(x) je mnoho¢len a Ry(x), ..., Rs(x) jsou parcidlni zlomky.

Parciédlni zlomky jsou specidlni raciondlni lomené funkce. RozliSujeme 2 typy:

L, ke N; a,, Ac R
(x — a)k
! B(2 C
%, keN; B,C,p,q€R;p?—4g < 0.
(x2 4+ px +q)
Definice
NP P(x) AR : 3
Racionélni funkce 6} se nazyva ryzi, jestlize deg P(x) < deg Q(x), deg P(x) je stuperi
polynomu P(x).

Postup rozkladu ryze lomené funkce na parcidlni zlomky
1. najdeme kofeny polynomu ve jmenovateli
2. napiSeme pfedpoklddany tvar rozkladu
3. celou rovnici rozkladu vynasobime polynomem ve jmenovateli

4. nalezneme koeficienty rozkladu:
srovnhavaci metodou, dosazovaci metodou nebo kombinaci téchto metod.
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Integrace parcidlnich zlomki s redlnymi kofeny ve jmenovateli

Prok =1:

/ A dx = Aln|x —a| +c.
X—a

Prok > 2:

/Adx— A +c
(x—a)F"  (1—k)(x—a)k-1 7

Integrace parcidlnich zlomki s komplexnimi kofeny ve jmenovateli

Pfi integrovani zlomku E(in—i-}ﬁ) dostavame:
xX-+px+q
B(ZX + p) 2
——————dx = Bl .
/xz—i—px—i—qu n|x*+px+q|+c
Pfi integrovani zlomku 2t prta doplnime trojclen x% + px + g na &tverec:
/72 = dx:C/ dx :Earctanx+p/2+c,
x2+px+q (x+p/2)24a%2 a a
kde
Y
a=\lq- "

1.7 Integrace goniometrickych funkci

Integrily typu / sin” x cos" xdx, kde m,n € Z

1. Pokud je aspori jedno z &isel m, n liché pouZijeme k feSeni substituci:
sinx = t, je-li n liché,

cos x = t, je-li m liché.

Pokud jsou obé liché, mtizeme si vybrat.

N 3 wev s

2. Pokud jsou obé ¢isla m, n suda a nezdpornd, je nejvyhodnéjsi pouziti vzorcli pro dvojna-
sobny thel:

. 1 —cos2x

sin“x = ——,
2

2 1+ cos2x

cos™x = ———.

10
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3. Pokud jsou obé &isla m, n suda a je-li alespori jedno z &isel zaporné, pouZijeme substi-
tucitanx =t, x € (=7, 7). Pak

] t 1
sinx = , COSX = ,
142 1412
1
x = arctant = dx = -——=dt.
1+ #2
Univerzalni substituce
X —2 dx = —2 4
proxE(—n,n),tanE—t = x =2arctant = *=1p t
sinx = 2t cosx—l_t2
14127 1+ 2

Univerzalni substituce se pouziva pii feSeni integralti typu

/ f(sinx, cos x)dx,

kde f(u, v) je raciondlni funkce proménnych u = sin x, v = cos x. Jednd se o obecny postup
(substituci) pfi feSeni integral funkci sloZenych z goniometrickych funkci.

1.8 Urcity integral, geometricky vyznam

Méjme nezdpornou ohrani¢enou funkci f(x), spojitou na intervalu (a, b). D4 se dokazat, ze
b

urcity integrél / f(x)dx udavé obsah rovinného obrazce P ohrani¢eného grafem funkce
a
f(x), osou x a ptimkami x =a, x = b.

Pro obecnou funkci f(x) zatim obsah obrazce P vypoc¢itat nedovedeme. Navrhnéme, jak
vypocitat obsah tohoto ttvaru alespon piiblizné:

1. Rozdélime obrazec rovnobézkami s osou y na n Césti. Je ziejmé, Ze obsah obrazce P
dostaneme jako soucet obsahtl jednotlivych ¢ésti. Pak plati: P = P; + P> + ... + Py.

2. Pottebujeme tedy ur¢it obsah jednotlivych ¢asti. JelikoZ jsou opét ohrani¢eny shora funkci
f(x), provedeme vypocet pfiblizné. A to tak, Ze aproximujeme plochy obdélniky. Zvolime

z Nz

v jednotlivych ¢astech body ¢; (v mezich dané ¢4sti) a v téchto bodech urc¢ime funkéni hod-
noty f(&;). V téchto hodnotach zarovndme odpovidajici ¢asti obrazce na obdélniky (funkci
jsme nahradili funkéni hodnotou).

Ze znalosti vzorce pro vypocet obsahu obdélniku dostdvame (pfiblizny) obsah ptivodniho

obrazce:
P = (x1—a)f (1) + (x2 = x1)f(§2) + - + (b — x0-1) f(En)-

3. Je ziejmé, Ze se dopoustime chyby, a pokud zvolime vice délicich bodt (vice ¢ésti), bude
chyba mensi. Obsah P tedy dostaneme jako limitu pro nekone¢ny pocet ¢asti.

11
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~ Definice

n
lim Z P; = I |, pak je tato limita oznacovéna jako Riemannav

integral funkce v intervalu (a,b) a piSeme

Pokud existuje limita <

I:/bf(x)dx,

kde &islo a se nazyva dolni mez, &islo b horni mez a funkce f(x) integrand.

~ Poznamka

Pokud je funkce f(x) spojita na (a,b), pak ma Riemanntiv integral. Po zobecnéni dosta-
vame nasledujici definici.

~ Definice

Necht' je f(x) omezend a po ¢astech spojitd v (a,b), pak mé f(x) v (a,b) Riemanntv
integral.

Pro vypocet urcitého integrdlu vyuZijeme Newtonovu-Leibnizovu formuli, kterd vyja-
dfuje vztah mezi primitivni funkci a Riemannovym integralem.

~ Definice 3

Necht’ F(x) je primitivni funkci k funkci f(x) v intervalu I. Pak pro &isla 4, b z tohoto
intervalu definujeme Newtonuv ur&ity integral funkce f(x) v mezich od a do b vzorcem:

b

[ Fldx = [F(x)J; = F(b) — Fa).

1.9 Vlastnosti urc¢itého integralu

~ Véta .

Necht' f(x) a g(x) jsou integrovatelné na (a, b), pak také soulet (rozdil) téchto funkeci a
nasobek funkce konstantou je integrovatelny na tomto intervalu a plati:

b b b
J (@) g = [ flxxE [ gx)as,

b

/bcf(x)dx = c/f(x)dx, ceR.

a

12
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~ Véta

Necht' f(x) a g(x) jsou integrovatelné na (a, b), pak plati

b b
je-li f(x) < g(x), proVx € (a,b), pak také /f(x)dx < /g(x)dx.

Nésledujici vlastnost je uZite¢na zejména v pfipadech, kdy integrand nebude mit na celém
intervalu (a, b) jednotny analyticky pfedpis.

~ Véta

Necht' f(x) je integrovatelnd na (4, b) a c je libovolné realné &islo a < ¢ < b. Pakje f(x)
integrovatelna na intervalech (a,c) a (c, b) a plati:

/bf(x)dXij(X)dx+/bf(x)dx.

Vypocet integrdlu sudé a liché funkce

Pokud je na intervalu (—a, a) funkce f(x) suda resp. licha, pak

1.10 Substituce v urc¢itém integralu

~ Véta

Je-li funkce f(x) integrovatelnd v (a, b) a ryze monoténni funkce x = ¢(t) ma v intervalu

(a, B) spojitou derivaci ¢'(t), pfi¢emz ¢(a) = a a ¢(B) = b, pak plati:

/gbf(x)dx = /jf((P(t))(P'(t)dt.

13
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Poznamka

Postup vypoctu a zdpis je obdobny jako u neurcitého integrélu, jen pfibude urceni no-
vych mezi. Vyhodou je, Ze se nemusime po substituci vracet k ptivodni proménné.

1.11 Metoda per partes v ur¢itém integralu

~ Véta §

Necht’ funkce u(x) a v(x) maji na (a,b), a < b, derivace, které jsou na daném intervalu
integrovatelné, pak plati

/abu(x) 0 (x)dx = [u(x) - o(x))} - /ab u'(x) - o(x)dx.

Pozndmka

Pouziti je analogickeé jako v p¥ipadé neurcitého integralu. Vyhoda oproti postupu u ne-
urcitého integralu spociva v priitbéZném dosazovani mezi do ¢aste¢né urcené primitivni
funkce. Vypocet se zkrati a zpiehledni.

1.12 Nevlastni integral prvniho druhu

~ Definice

Bud’ funkce f(x) spojitd na intervalu (a, o), pak integral

cC—0

/awf(x)dx: lim /acf(x)dx: L

nazyvame nevlastnim integrdlem 1. druhu. Jestlize L € R, fikdme, Ze nevlastni integral
konverguje. V opa¢ném piipadé (L = o nebo L = —oo) fikdme, Ze nevlastni integral
diverguje.

\ J

~ Poznamka

* Zcela analogicky definujeme nevlastni integral 1. druhu na intervalu (—oo,a).
* Integrujeme ohrani¢enou funkci na neohrani¢eném intervalu.

e Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu (—oo, c0) a konverguji-li pro libovolné ¢islo a
oba nevlastni integraly

L = / F(x)dx, L= / Fx)dx, = / F(x)dx = Ly + L.
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1.13 Nevlastni integrdl druhého druhu

~ Definice

Bud’ funkce f(x) spojitd a neohrani¢end na intervalu (a, b), pak integral

/abf(x)dx = lim /acf(x)dx _ 1

nazyvame nevlastnim integralem 2. druhu. Jestlize L € R, fikdme, Ze nevlastni integral
konverguje. V opacném piipadé (L = oo nebo L = —c0) fikdme, Ze nevlastni integral
diverguje.

~ Pozndmka

e Zcela analogicky definujeme nevlastni integrél 2. druhu na intervalu (a, b).
¢ Integrujeme neohrani¢enou funkci na omezeném intervalu.

e Ma-li funkce f(x) vice bodti, v nichZ je neohranicend, rozdélime interval integrace
na odpovidajici pocet podintervalii tak, aby v kaZdém z nich byl praveé takovy bod.
Budou-li nevlastni integraly na dil¢ich intervalech konvergovat, bude konvergovat
i integrdl na celém intervalu, zaskame jej jako soucet dil¢ich hodnot jednotlivych
integralti. Naopak staci, aby alesponi jeden dil¢i integral divergoval, a nevlastni
integral bude divergovat jako celek.

1.14 Obsah rovinného utvaru

1. Pokud se jednd o rovinny ttvar omezeny osou x, pfimkami x = a, x = b a grafem spojité,
nezaporné funkce y = f(x), pak je jeho obsah dan urc¢itym integralem, jak bylo uvedeno u
geometrické interpretace urcitého integralu:

P = /abf(x)dx.

V piipadég, Ze funkce y = f(x) je v intervalu (a,b) zdporn4, je integral rovnéZ zaporny.

Vzhledem k tomu, Ze obsah kazdého obrazce je vZidy nezdporné ¢islo, pouZzijeme pro libo-
volnou funkci ve vypoctu obsahu jeji absolutni hodnotu:

P= [ lflax =~ [ fx)ax.

Jestlize funkce y = f(x) nabyva v intervalu (g, b) jak kladnych, tak i zdpornych hodnot,
potom tento interval rozdélime na dil¢i intervaly, ve kterych funkce nabyva pouze neklad-
nych hodnot resp. nezdpornych hodnot, a vypocteme obsahy podle pfedchéazejiciho. Tzn.

b
pokud bychom potitali integral / f(x)dx na celém (a,b), kladné a zdporné &asti by se
odecitaly. !
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2. Pokud je rovinny atvar ohrani¢eny dvéma funkcemi (kiivkami) y = f(x) ay = g(x),
pfitemz plati f(x) > g¢(x) na intervalu (a, b), a pfimkami x = a, x = b, je jeho obsah urcen:

P= [ (f() ~stx))ax

V pripadé, Ze je rovinny ttvar ohraniceny pouze dvéma funkcemi, musime nejdfive urcit
x-ové soufadnice prusecikt kiivek (tzn. Fe$ime rovnici f(x) = g(x)).

3. Je-li graf funkce f uréen parametrickymi rovnicemi x = ¢(t), y = ¢(t), t € («, 8), kde
funkce P (t) je spojitd a nezadpornd na (w, ) a funkce ¢(f) ma na intervalu («, ) derivaci
¢ () riiznou od nuly a ¢(t) je integrovatelnd na («, B), plati pro obsah ttvaru ohrani¢eného
grafem funkce f na intervalu («, 8):

1.15 Délka rovinné kfivky

~ Véta

Je-li funkce y = f(x) definovana na (a,b) a ma zde spojitou derivaci, pak pro délku

jejtho grafu plati:
b
I = / 1+ (f(x))%dx.
a

VVVVVV

nat o trajektorii nakreslenou bodem spojité se pohybujicim v roviné). Tzn. zadame kiivku
pomoci parametrickych rovnic x = ¢(t),y = ¢(t), kde t € («, B). Z fyzikalniho pohledu je
délka kiivky vlastné drahou, kterou bod urazi od okamziku a do okamziku p. Pro délku
kfivky dané parametrickymi rovnicemi lze dokazat nédsledujici tvrzeni:

B
L= [ (o) + )t

1.16 Objem rotacniho télesa

Nechame-li rovinny tutvar rotovat kolem osy x, vznikne rota¢ni téleso, jehoZ objem m-
Zeme vypocitat pomoci ur¢itého integralu.

~ Véta

Necht' je funkce y = f(x) spojitd a nezdpornd na (a, b). Pak rota¢ni téleso vzniklé rotaci
kiivky y = f(x) kolem osy x v intervalu (a, b) ma objem:

V= n/abfz(x)dx.
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~ Pozndmka

1. Obdobny vzorec plati, je-li osou rotace osa y. Objem télesa, které vznikne rotaci
spojité kiivky x = h(y) proy € (c,d) kolem osy y, vypocteme pomoci vztahu:

d
V= n/ W2 (y)dy.
Cc

2. Pokud ziskdme téleso rotaci atvaru ohrani¢eného kiivkami y = f(x) ay = g(x),
pfi¢emz plati f(x) > g(x), kolem osy x na (a, b), pak objem takového télesa je

b
V= 71/ ’fz(x) —gz(x)) dax.

~ Véta

Je-li graf funkce f ur¢en parametrickymi rovnicemi x = ¢(t), y = ¢(t), kde t € (a, B),
plati pro objem télesa, které vznikne rotaci titvaru kolem osy x:

B
V=7 [¢3(0)]g(0)d.

1

1.17 Obsah rotac¢ni plochy

Pomoci urcitého integrdlu vypocitdme i obsah plasté rota¢niho télesa.

~ Véta

Necht' je funkce y = f(x) spojitd a nezadpornd na (a,b) a ma zde spojitou derivaci. Pak
pro obsah rotaéni plochy, ktera vznikne rotaci kiivky y = f(x) kolem osy x v intervalu
(a,b), plati:
b
S = 27I/f(x) 1+ (f'(x))%dx.

a

~ Pozndmka

d
Rotace kolem osy y: S = 27 / h(y)\/1+ (W (y))3dy.
c

~ Véta

Je-li graf funkce f ur¢en parametrickymi rovnicemi x = ¢(t), y = ¢(t), kde t € (a, B),
plati pro obsah rota¢ni plochy, které vznikne rotaci grafu funkce f kolem osy x:

p
s =21 [ 9O\ (9(1)2 + ({12, (1) > 0.
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2 Diferenciadlni pocet funkci dvou proménnych

2.1 Funkce dvou proménnych

~ Definice N

Bud M C R?, M # @ mnoZina. Funkci dvou proménnych na M rozumime kazdé
zobrazeni
f:M—=R, M>3Ixy]l—z=f(xy)eR

MnozZinu M nazyvame defini¢nim oborem funkce f a zna¢ime ji Dy.

J

Mnozina R? je kartézskym sou¢inem mnoZiny R se sebou, tedy R? = R x R, jejimi prvky
a také prvky jeji podmnoziny M jsou tzv. uspofddané dvojice.

~ Pozndmka

e V analogii s oznatenim pouzivanym pro funkci jedné proménné, y = f(x), bu-
deme pro oznaceni funkce dvou proménnych pouzivat z = f(x,y).

* Proménné x a y budeme nazyvat nezavislé proménné. Proménnou z budeme na-
zyvat zavislou proménnou.

* Neni-li specifikovan defini¢ni obor, automaticky uvazujeme maximalni pfipustnou
podmnozinu v RZ.

* Pro funkci tif a piipadné vice proménnych mame zcela analogickou definici, pfi-
dédvéme v podstaté pouze nezavislé proménné.

* Prvek mnoziny M nazyvdme bod z defini¢niho oboru, obvykle se pro jeho ozna-
¢eni pouzivaji velkd pismena, tj. napf. A € M. Bod A je ur¢en dvéma slozkami,
A= [JCO, yo]

* Hodnota z = f(A) = f(xo,Y0) se nazyva funkéni hodnota.

Princip hledédni defini¢nitho oboru pro funkci dvou proménnych je zcela analogicky jako
pro funkci jedné proménné. Sestavime a vyhodnotime jednotlivé omezujici podminky.

2.2 Graf funkce dvou proménnych

~ Definice

Grafem funkce dvou proménnych rozumime mnozinu Gy = {[x,y,z] € R3|[x,y] €
Df,z = f(x,y)}.

~ Poznamka

* Mnozina Gy je podmnoZinou v R?, Gs C R®. Nejcast&ji budeme pracovat s funk-
cemi, jejichz grafy jsou né€jaké dvojrozmérné plochy v trojrozmérném prostoru.

* Nakreslit graf funkce dvou proménnych tzv. ,v ruce” je pomérné obtizné, a ¢asto to
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viibec neni mozné. Jednou z moZnosti, kterou mdme k dispozici, je vyuZzit prasec-
nice grafu zadané funkce s rovinami rovnobéZnymi se soufadnicovymi rovinami,
predevsim s plidorysnou rovinou.

* Kvizualizaci grafli se pouZiva vypocetni technika, existuje fada komerc¢nich i volné
sifitelnych programii (Gnuplot, Maple, Matematika, Matlab, Wolfram atd.).

e Grafem funkce tfi proménnych je plocha v R%, tzv. nadplocha. Nelze ji oviem gra-
ticky znazornit.

~ Definice

Rezy grafu funkce z = f(x,y) rovinami rovnobé&Zznymi s ptidorysnou rovinou se na-
zyvaji vrstevnice. Vrstevnicovym grafem rozumime praimeéty vrstevnic do ptadorysné
roviny z = 0.

\

Vrstevnice je mnozina bodt se stejnou funkéni hodnotou. S vrstevnicemi se mtizeme se-
tkat pfedevsim na turistickych mapéch, kde vrstevnice (obvykle Sedé kiivky) reprezentuji
mnoziny bodi se stejnou nadmotskou vyskou.

9 50 doo 150 200 230 300 3%0m

B

A
1
I
1
1
1
1

1712 000 @ Seznamez a5,
(o}

Na obrazku se nachdzi turistickd mapa okoli Vysoké skoly batiské - Technické univerzity
Ostrava.

Zdroj:
http://mapy.cz/#!x=18.1516485y=49.832078sz=1481=16.
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5x

Vrstevnicovy graf a graf funkce z =

2.3 Limita a spojitost

Limita a spojitost funkce dvou proménnych je definovéna tplné stejné, jako v pripadé
funkci jedné proménné.

Definice

Rekneme, Ze funkce z = f(x,y) ma v hromadném bodé P = [xg, yo] limitua € R, jestlize
f(X)—a| <e.

pro kazdé e > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro kazdé X € (095(13) plati

Pojem okoli bodu je zobecnén, v piipadé funkci jedné proménné se jednd o otevieny inter-
val, pro funkce dvou proménnych se jednd o otevieny kruh (kruh bez hrani¢ni kruznice).

Okoli (09(5(P) je tzv. deltové prstencové okoli v bodé P, jednd se o otevieny kruh se sttedem
v bodé P bez bodu P o poloméru é.
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Definice

Bud' U C R? bod P € R? se nazyva hromadny bod mnoZiny U, jestlize kazdé jeho
prstencové okoli (%(P) md s mnozinou U neprazdny prinik, ((’))(P) NUu # Q.

//>\\\ ’f—‘\
~
28 <
/ . u
[Tt y \
\ s S - \
3 ~ -
S T S~a - |
= 1
- !
A _ 0 .--" ] ’ X
T~ - 1
] 4 N Pid ’
p \ - P \ 4
l‘ IXO | /// I/ \ N__7
-
\ AN s \ZO |
N -~_ - N /
S =" ~_ 7

Body X a Y jsou hromadné body mnoZiny U. Bod Z neni hromadnym bodem mnoZziny U.

V piipadé funkci jedné proménné vysetiujeme chovani funkce (pocitdme limitu) na levé
resp. pravé ¢asti okoli (otevieného intervalu). Zkoumame pouze dva ptfipady. Problém u
funkci dvou proménnych je ten, Ze se k limitnimu bodu mtZeme bliZit nekone¢né mnoha
zptsoby. Limity funkci dvou proménnych feSime vétsinou pfimym dosazenim limitniho
bodu. Resi se spige jiny typ tlohy, dokazuije se, Ze limita v daném bodé neexistuje.

Pouzivana notace:

Iim f(X) = a, lim xX,Y) = a.
() oo T Y

~ Definice N

Rekneme, Ze funkce z = f(x,y) je spojitd v bod& P = [xo, yo] € Dy, jestlize plati

lim  f(x,y) = f(x0,y0)-

[x,y]—[x0,y0]

Funkce je spojitd, je-li spojitd v kazdém bodé svého defini¢niho oboru.

\ J

Funkce je spojitd v bodé, jestliZe existuje limita v tomto bodé, kterou uré¢ime pfimym dosa-
zenim limitniho bodu, tj. jako funkéni hodnotu v tomto bodé.

2.4 Parcidlni derivace

~ Definice

Rekneme, e ma funkce z = f(x,y) parcialni derivaci podle x (prvniho fadu) v bodé
A =[x, yo), jestlize existuje vlastni limita

ox h—0

af(A) N CO s h/yoP)l — f(x0,y0)
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Analogicky definujeme parcialni derivaci podle y,

If Ay — 1im £ F0 Y0 + 1) — f(x0, y0)
@(A)—;lg% 0, Yo ) 0, Yo

~ Poznamka
. T . Of 0z ,
e Oznaceni parcidlnich derivaci: =—(A), £<A)' fx(A), fr(A), atd.

ox
o . o Of of . N X
* Parcidlni derivace v obecném bodsé, tj. 5, Tesp: P jsou opét funkce dvou promén-

nych.
* Zcela analogicky se definuji parcidlni derivace funkce tii a vice proménnych.

e Kdyz ur¢ujeme parcidlni derivaci podle x, pak v8e co neni x ve funkci z = f(x,y)
chdpeme jako konstantu. Tzn. takovou funkci derivujeme jako funkci jedné pro-
ménné, proménné x. U parcidlnich derivaci podle y postupujeme stejné, co neni y
chapeme jako konstantu.

Vypocet parcidlnich derivaci funkci dvou proménnych se ve skute¢nosti redukuje na vy-
pocet derivaci funkci jedné proménné, pficemz pro derivovani pouzivame stejné formule
a pravidla jako v pfipadé funkci jedné proménné.

~ Véta
Necht' existuji parcidlni derivace funkci f(x,y) a g(x,y) podle x = x; ay = x2 na
QC DfNDgv bodé X. Pak plati pro kazdéi =1,2,

0 9 0g
afxi(fig)@) = BTCI(X> == BTC,'(X)'

T (F 90 = 5100800 + £(X) - FE.X),

(X)) g(X) — f(X)- B(x
d <f> (x):axf( )-8(X) — (%) 5, (X)

ox; \g g2(X)

2.5 Geometricky vyznam parcidlnich derivaci

Geometricky vyznam parcialnich derivaci je stejny, jako v pfipadé derivace funkce jedné
proménné. Jedna se o smérnici te¢ny sestrojené v daném bodé.

Rovina ¢ uréend rovnici y = yo je rovnobéZna s rovinou xz (rovina xz je ur¢ena rovnici y =
of

0). Pranikem roviny o s grafem funkce z = f(x,y) je kfivka «. Parcidlni derivace $<A>'

A = [xp, Yo], je smérnice te¢ny (tan a) f, ke kiivce k v bodé A = [xg, yo, 20 = f(x0,Y0)]-

Rovina v urcend rovnici x = xp je rovnobéznd s rovinou yz (rovina yz je uréena rovnici x =

22



2 DIFERENCIALNI POCET FUNKCi DVOU PROMENNYCH

0). Pranikem roviny v s grafem funkce z = f(x,y) je kiivka A. Parcidlni derivace g(A),

dy
A = [x0, o], je smérnice te¢ny (tan B) t) ke kiivce A v bodé A = [xo, yo,z0 = f(x0,Y0)]-
z
”
: : E[XO, Yo, 20
0! AN
i ‘ yoi
i 1 7 f\ y
| |7 A
Xoyw __ 777” 777777777 ﬁ
ti
/' /
X

Definice

Parcidlni derivace druhého fadu funkce z = f(x, y) jsou definovény:
Rf_ 0 (3F\ Pf_0(3f\ Pf _0(of\ Ff 0 (0f
9x2 ox\ox /)’ 9y? oy\dy ) dxdy ody\ox ) dyox ox\dy

Schwarzova véta

~ Véta

Jsou-li smiSené parcidlni derivace ’f Of spojité v bodé A = [xg, yo], pak jsou si v

p ox ay’ ayax POJ = [Xo,Yol, P )
92 f 92 f

tomto bodé rovny, 5 ay( ) = ayax( ).
2.6 Diferencidl
~ Definice

Rekneme, Ze funkce z = f(x,y) je v bodé A = [xo,yo] diferencovateln, nebo ma v

tomto bodé diferencidl, jestlize je mozné jeji pfirtistek Az na okoli bodu A vyjadfit jako

Az = f(xo+h,yo + k) — f(x0,y0) = Ah + Bk + pt(h, k),

kde A a B jsou konstanty, p = Vh?+k? a limy, 1,190 T(h, k) = 0. Funkce z = f(x,y)
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se nazyva diferencovatelnd, je-li diferencovatelnd v kazdém bodé svého defini¢niho
oboru.

~ Véta

Je-li funkce z = f(x,y) diferencovatelna v bodé A, pak v bodé A existuji parcidlni deri-
vace prvniho fadu a plati
) )
A=, 5=,

ox ay

~ Poznamka

Cislo h predstavuje ptirtistek na ose x, k je piirtistek na ose y a byva zvykem tyto pii-
ristky znacit h = dx resp. k = dy. Pro prirtistek na ose z v bodé A pfi zndmé hodnoté dx
a dy pak dostavame

of (A)dy + pt(dx, dy).

az = 2L (a)ax v+ d

ox

~ Definice

Je-li funkce z = f(x,y) diferencovatelnd, nazyvd se vyraz

%) d
dz =df(x,y) = aj;dx—l—ajyfdy

diferencial funkce z = f(x,y).

~ Véta

Je-li funkce z = f(x,y) diferencovatelnd v bodé A, pak je v tomto bodé spojita.

~ Véta

Jsou-li parcialni derivace prvniho fadu funkce z = f(x,y) spojité v A, pak je funkce
z = f(x,y) v bodé A diferencovatelna (a tedy i spojita).

2.7 Geometricky vyznam diferencidlu

Diferencidl funkce z = f(x,y) v bodé A pii znamych piirastcich dx a dy je piirtustek na
te¢né roviné ke grafu funkce f v bodé A.
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X =[x,y,z]

~ Poznamka

* Diferencidl funkce z = f(x,y)

_of , . of
dz = 5+ 5 v

Diferencidl funkce z v bodé A = [xg, Yo

2(4) = (A - (x=x0) + F-(4)- 1= 30).

Diferencidl funkce z v bodé A = [xo, yo| pii zndmych ptirtstcich dx, dy,

dz(A)(dx,dy) = %(A) ~dx + %(A) -dy € R.

Diferencidl druhého fddu funkce z = f(x,y)

02 02 02
—J;dx2 + Z—fdxdy + —fdyz.

2,
2= 5 9xdy a2

Priblizny vypocet funkénich hodnot

f(x,y) = f(xo0,40) +df(x0,y0)(dx,dy).
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2.8 Tecnd rovina, normadla, Tayloriv polynom

~ Véta

Necht je funkce z = f(x,y) diferencovatelnd v bodé A = [xo,yo]. Pak v bodé A =
[x0, 0,20 = f(x0,Y0)] existuje tetna rovina ke grafu funkce z = f(x,y) uréend rovnici

of

riz—z0= SHA)x—x0)+ P (A w0)

Pfimka n kolma k te¢né roviné prochédzejici bodem A se nazyva normala grafu funkce
z = f(x,y). Jeji smérovy vektor je kolinedrni s normalovym vektorem roviny, 5, = 11 =

(%(a), % a),-1).

~ Véta

Normala ke grafu funkce z = f(x,y) v bodé A je uréena parametrickymi rovnicemi

) )
n: x:x0+a§(A)t, y:yo+aJyC(A)t, z=z9—t, telR.

~ Véta

Necht' je funkce z = f(x,y) na okoli bodu A € Dy alespoii (m + 1)-krét spojité diferen-
covatelna. Pak v bodé X € O(A) plati

f(X)::f(A)%—df(A)—ngf@4)+~--4—Eﬁi&é2%—Rm,kde

1! 2! m!
_ A" f(A+ (X - A))
Ry = CESY , k€ (0,1).

~ Definice

Vyraz z pfedchozi véty nazyvame Taylorovym rozvojem funkce f na okoli bodu A.
Hodnota R;,; se nazyva Lagrangetv zbytek Taylorova rozvoje. Polynom

2 m
TMX%?ﬂm+ﬁqf)+dgAtku+d£y0

se nazyva Taylortv polynom m-tého ¥adu funkce f v bodé A. Je-li A = [0, 0], hovotime o
MacLaurionovu polynomu.

2.9 Implicitni funkce a jeji derivace

~ Definice

Bud' z = F(x,y) funkce dvou proménnych. Uvazujme kiivku
M = {[x,y] € D¢ | F(x,y) = 0},

Necht A = [xg,10] € M je bod, Os(A) C R? je deltové okoli bodu A, § > 0. JestliZe je
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2 DIFERENCIALNI POCET FUNKCi DVOU PROMENNYCH

rovnici F(x,y) = 0 na okoli bodu A ur¢ena funkce y = f(x) takov4, ze plati

F(x, f(x)) =0, ¥ x f(x)] € Os(A),

pak fikame, Ze funkce f je na okoli bodu A definovéana implicitné rovnici F(x,y) = 0.

Na obrazku je kruZnice se sttedem v pocatku a polomérem 1,

Py -1=0=yP=1-2*=|y|=V1-x% xe(-1,1).
Na intervalu (—1,1) jsou rovnici uréeny dvé implicitni funkce, y = v'1 — x? (horni ptl-
kruznice) ay = —v/1 — x? (spodni ptilkruZnice). V bodech [1,0] a [—1, 0] implicitni funkce

neexistuje, kazdé okoli téchto bodti obsahuje body jak horni, tak spodni ptilkruZnice.

~ Pozndmka

Ne ke kazdé rovnici F(x,y) = 0 existuje jedind implicitni funkce.

~ Véta

Necht' je funkce z = F(x,y) spojitd na okoli bodu A = [x, o] a F(A) = 0. Necht' F ma

v A spojitou parcidlni derivaci ai(A) a plati Egly:(A) # 0. Pak existuje okoli bodu A, na
kterém je rovnici F(x,y) = 0 definovana jedina spojitd implicitni funkce y = f(x).
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~ Pozndmka

Podminka na nenulovost parcidlni derivace funkce F je pouze podminkou postacujici
pro existenci implicitni funkce. Z rovnice > — x = 0 plyne F(x,y) = y> — x a v bodé
[0,0] plati 3—5(0,0) = 3y2|[0,0} = 0. Pfesto na okoli bodu [0, 0] existuje jedind implicitni
funkce y = /x.

210 Derivace implicitni funkce

~ Véta

Necht jsou splnény predpoklady pfedchozi véty. Necht' existuji spojité parcidlni de-
rivace funkce F. Pak ma implicitni funkce f, kterd je na okoli bodu A dédna rovnici
F(x,y) = 0, derivaci f' v bodé xj a plati

~ Véta

Tetna t resp. norméla n k implicitni funkci y = f(x) dané rovnici F(x,y) = 0 v bodé A

je urcena rovnici

A=) + S (A —10) =0,
oF

S (A= 30) = S (A) = 30) =0

211 Lokalni extrémy

Definice

Rekneme, Ze funkce z = f(x,y) ma v bodé A € D¢ lokdlni maximum, jestliZe existuje
okoli O(A) C Dy bodu A takové, ze VX € O(A) plati f(X) < f(A). Plati-li f(X) >
f(A), jednd se o lokdlni minimum v bodé A (v pfipadé ostrych nerovnosti hovoiime o
ostrém lokalnim maximu resp. minimu).

Definice

Rekneme, e bod A € D I je stacionarnim bodem funkce f, jestlize

 iov—a 9 ay
2 =0 5(4)=0
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Fermatova véta - nutna podminka existence extrému

~ Véta

Necht ma funkce f v bodé A lokdlni extrém a necht’ v A existuji vSechny parcialni
derivace prvniho fadu. Pak je bod A staciondrnim bodem funkce f.

\

~ Poznamka

¢ Fermatova véta nevylucuje moZnost existence extrému v bodé, ktery neni stacio-
narnim bodem funkce f, protoZe nékterd z parcidlnich derivaci neexistuje.

e Podminka pro staciondrni body je ekvivalentni s podminkou df(A) = 0, plati-li
ovSem, Ze df (A) # 0, pak lokalni extrém v A neexistuje.

~ Véta §

Necht existuji alespon spojité parcidlni derivace druhého fadu funkce f ve stacionarnim
bodé A, pak plati-li
e d*f(A) < 0, funkce f ma v bodé A ostré lokalni maximum,

ed*f(A) > 0, funkce f ma v bodé A ostré lokalni minimum.

\ J

Postacujici podminka pro existenci extrému

~ Véta .
Necht' je funkce f na okoli bodu A dvakrét spojité diferencovatelnd. Necht’ A je stacio-

narni bod. Jestlize
0> 02 0?
QR (ax;;(m)

pak ma funkce f v A ostry lokalni extrém. Plati-li navic

92
oD = pp j; (A) <0, funkce f ma v bodé A ostré lokdlni maximum,
oD = —f > 0, funkce f ma v bodé A ostré lokalni minimum.
ox

~ Pozndmka

Jestlize D, = 0, nelze o existenci lokalniho extrému rozhodnout. Toto I1ze v nékterych
pfipadech vyfesit provéfenim lokdlniho chovani funkce f na okoli bodu A.

212 Vazané extrémy

Definice

Rekneme, Ze funkce z = f(x,y) ma v bodé A = [xg,yo] lokdlni extrém vazany pod-
mimkou g(x,y) = 0, jestlize VX € O(A) C Dy, které vyhovuje uvedené podmince,
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e f(X) < f(A), funkce f ma v bodé A vazané lokalni maximum,
> f

* f(X)

(A), funkce f ma v bodé A vazané lokalni minimum.

Geometricky vyznam vazanych extrému
Véazany extrém mtzZe nastat pouze v bodech z defini¢niho oboru funkce f, které lezi na
ktivee g(x,y) = 0. Témto bodum odpovidaji body na ploge z = f(x,y) tvofici prostorovou
ktivku «, prisecnici plochy s vélcovou plochou g(x,y) = 0. Z geometrického hlediska se
jednd o lokalni extrémy prostorové kiivky.

z

\,
m—————————— ===

Lagrangeova metoda

~ Véta

Bud’ dana funkce z = f(x,y) a podminka g(x,y) = 0. Jestlize md funkce
O(x,y,A) = flxy) +Ag(xy), AER,

ve svém staciondrnim bodé lokdlni extrém, md i funkce f v tomto bodé lokdlni extrém
vazany podminkou g(x,y) = 0.

~ Pozndmka

* Funkce ® se nazyva Lagrangeova funkce, ¢islo A Lagrangetv multiplikator.
e Stacionarni body uréime jako feSeni soustavy rovnic,

0P od

I =0, Em =0, g(x,y)=0.

e Pokud lze jednoznainé z rovnice vyjadiit y = ¢(x) resp. x = (y), pak vazané
lokélIni extrémy hleddme jako lokalni extrémy funkce z = f(x, ¢(x)) resp. z =

fWw), ).
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213 Globalni extrémy

~ Definice

Rekneme, Ze funkce z = f(x,y) ma v bodé A = [xq, yo] globalni extrém na uzavieném
defini¢nim oboru Dy, jestlize VX € Dy plati

e f(X) < f(A), funkce f md v bodé A globdlni maximum,
e f(X) > f(A), funkce f md v bodé A globdlni minimum.

~ Poznamka

* V pfipadé ostrych nerovnosti hovofime o ostrych globalnich extrémech.

* MnoZina Dy se nazyva uzaviend, jestliZze obsahuje vSechny své hrani¢ni body. Hra-
niénim bodem mnoziny Dy je takovy bod, jehoz kaZzdé okoli obsahuje body X ta-
kové, Zze X € Dy a soucasné obsahuje body Y takové, ze Y ¢ Dy.

* Na rozdil od lokélnich extrémfi, které hleddme na okolich bodi, hleddme globalni
extrémy na celém Dy.

Postup urcovini globdlnich extrému
* urtime defini¢ni obor Dy funkce z = f (x,y),

* nalezneme lokalni extrémy této funkce na mnoZiné Dy, ze které vylou¢ime hranici

glx,y) =0,
e urdime vézané extrémy této funkce vzhledem k podmince g(x,y) = 0,

¢ porovndme funkéni hodnoty v3ech extrémi, bod s nejvétsi funkéni hodnotou bude
globalnim maximem, bod s nejmensi funkéni hodnotou bude globdlnim minimem.
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3 Obycejné diferencidlni rovnice

3.1 Diferencidlni rovnice n-tého fadu

~ Definice 3

Rovnice tvaru F(y™,y"=1,...,y/,y,x) = 0 se nazyvé obytejna diferencialni rovnice

n-tého ¥adu pro nezndmou funkci y = y(x). Specidlné pron = 1 je

F(y',y,x) =0 nebo y = f(x,y)

diferencialni rovnice prvniho fadu.

Rad diferencialni rovnice je ¥4d nejvyssi derivace nezname funkce y(x), ktery se v rov-
nici vyskytuje.

Resenim (integrdlem) diferencialni rovnice na intervalu I je kazda funkce y(x), kterd
ma spojité derivace aZ do ¥adu n véetné a dané diferencidlni rovnici vyhovuje.

Kf¥ivka, kterd znazornuje nékteré feseni diferencidlni rovnice se nazyvd integralni k¥iv-
kou této diferencidlni rovnice.

\ J

Z hlediska obecnosti rozliSujeme nésledujici typy feSeni
* obecné feseni rovnice n-tého fadu pfedstavuje mnoZinu funkci tvaru
®(x,y,C1,Cp,...,Cq) =0 nebo y=¢(x,Cq,Co,...,Cp),
tj. mnoZzina funkci obsahujici n konstant Cy, Cy, ..., Cy,

¢ partikuldrni feSeni je konkrétni feSeni, které ziskdme z obecného feSeni volbou nebo
vypoctem konstant Cq,Cy, ..., Cy,

7 M~z

* vyjimecné feseni je feSeni, které nelze ziskat z obecného feSeni zddnou volbou kon-
stant C1,Cy, ..., Cy.

3.2 Nékteré metody feSeni diferencidlnich rovnic 1. ¥ddu

~ Definice \

Diferencidlni rovnici se separovanymi proménnymi rozumime kazdou rovnici, kterou
1ze zapsat ve tvaru

Qy)y = P(x), 4. Q(y)dy = P(x)dx,

. . . p dy
pokud nahradime derivaci y’ podilem .

\ J

Na prvni pohled vidime, Ze zde jsou proménné oddéleny (separovany) na jednotlivé strany
rovnice a je mozné provést integraci, kterd vede pfimo k feSeni

/ Q(y)dy = /P(x)dx +C.

Primitivnim funkcim na obou strandch rovnosti spravné nélezi dvé integra¢ni konstanty,
které se vsak spojuji do jedné, kterou zpravidla zapisujeme k vyrazu s nezdvislou promén-
nou.
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3.3 Separovatelné diferencidlni rovnice

V praxi se mtizeme setkat s fadou tloh, které 1ze pomoci jednoduchych operaci prevést na
diferencidlni rovnici separovanou. Takové rovnice se oznacuji jako rovnice separovatelné.
K témto rovnicim fadime nésledujici typy rovnic:

* y' =P(x)Q(y),
e y = flax+ by +o¢),

o v = f () (homogenni dif. rovnice).

3.4 Diferencidlni rovnice typu vy’ = P(x)Q(y)

Rovnici typu y = P(x)Q(y) lze za pfedpokladu, ze Q(y) # 0 a uZitim identity iy’ = %
upravit na tvar
dy
—2— = P(x)dx,
ay "
coz je jiz diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi. Jeji obecné feSeni lze za da-
nych pfedpokladti zapsat ve tvaru

dy
Q@)_/puwx+c

3.5 Diferencidlni rovnice typu y' = f(ax + by + ¢)

Diferencialni rovnici tvaru y’ = f(ax + by + c), kde b # 0, 1ze pFevést substituci u(x) =
ax + by + c na rovnici se separovanymi proménnymi. Nejprve rovnost derivujeme podle
proménné x, tedy
u' —a

b

Dosazenim do dané diferencidlni rovnice obdrZime rovnici

W=a+by = v =

u’b—a: (u) = v =a+bf(u).

Proa+bf(u) # 0 dostaneme
1 /

arbfa’

coz je diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi pro funkci u = u(x).

3.6 Homogenni diferencidlni rovnice

Definice

Diferencidlni rovnice F(x,y,y’) = 0 se nazyva homogenni, pokud ji 1ze pro x # 0 upra-

vit na tvar
/=r()
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Homogenni diferencidlni rovnici pfevedeme substituci y = zx, kde z = z(x), na diferenci-
alni rovnici se separovanymi proménnymi pro novou nezndmou funkci z(x). Ze substituce
y = zx, tj. z = £ plyne po derivovani y’ = z'x + z. Dosazenim do zadané homogenni dife-
rencidlni rovnice dostaneme
1 1
x+z=f(z) = ———i=-7,
z— f(z) X

pro z — f(z) # 0, coz je diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi pro funkci
z = z(x). Pfipometime si, kdy se funkce f(x,y) na oblasti Q € R? nazyva homogenni
stupné k a ukdzeme si, jak tento pojem souvisi s homogenni diferencidlni rovnici.

Definice

Funkce f(x,y) se nazyva homogenni funkce stupné k, k € IN, na oblasti Q) pravé tehdy,
kdyz v kazdém bodé [x,y] € Q pro libovolné t # 0 plati

fltx, ty) = £ (x,y).

Budeme-li pfedpoklddat, ze funkce P(x,y), Q(x, y) jsou homogenni stejného stupné k, po-
tom rovnice P(x,y) + Q(x,y)y’ = 0je homogenni diferencialni rovnici. Tedy

P(tx,ty) = *P(x,y) A Q(tx,ty) = Q(x,y)
P(tx,ty) t*P(x,v) P(tx, ty) P(x,y)

Qltx,ty)  tQ(x,y) Qltx,ty) — Q(x,y)
Rovnici P(x,y) + Q(x,y)y’ = 01ze pro Q(x,y) # 0 upravit na tvar

, P(xy) ,_ Plix,ty)
T 0ky VT QU
1

a z této rovnice pro t = =, x # 0 dostaneme

/=gy = V=1

coz je homogenni diferencidlni rovnice.

3.7 Linearni diferencidlni rovnice 1. ¥adu

~ Definice

Linearni diferencidlni rovnici prvniho fddu (zkrdcené LDR) nazyvame kazdou rovnici
tvaru

Y +ypx) = q(x),
kde p(x), q(x) jsou spojité funkce na ur¢itém intervalu (a, b). Déle

1. je-li g(x) = 0, hovofime o zkracené LDR,

2. je-li g(x) # 0, hovofime o nezkracené (iplné) LDR.
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~ Véta

Obecné feseni tiplné linearni diferencidlni rovnice md tvar

y(x) = §(x) +o(x),

kde 7(x) je feSeni zkrdcené rovnice a v(x) je libovolné feseni iplné linearni diferencidlni
rovnice.

\ J

Funkce v(x) byvé také nazyvéna jako partikularni integral aplné linedrni diferencidlni
rovnice.

Obecné feSeni zkracené linedrni diferencidlni rovnice 1. fadu

Véta

Zkracend LDR i’ 4+ yp(x) = 0 md na intervalu (a, b) obecné feSeni tvaru

y= Ce_.f p(x)dx

Rovnice i’ + yp(x) = 0 je diferencidlni rovnice se separovatelnymi proménnymi, tedy
d 1
% +yp(x) =0 = ?dy = —p(x)dx, proy # 0.

1
/ydy: —/p(x)dx—i—K = Inly| = —/p(x)dx+1<
|y| = eKe_f p(x)dx/
y= +eKe~ [ p(0)dx,
Obecné feseni hleddme ve tvaru
y = +eKe— [ p(x)dx,
Oznatime-li C = +eX, potom obecné feseni lze psét ve tvaru
y=Ce JPWd CccR
Obecné feSeni Gplné linedrni DR 1. fadu

~ Véta §

Uplna LDR 1. ¥4du y’ + yp(x) = g(x) ma obecné fedeni ve tvaru

y= E(lx) {/E(x)q(x)dx—l—K ,

kde E(x) = el P()dx,

J

Dtikaz véty je konstruktivni, tj. ukazuje zptisob feSeni tiplné LDR, ktery vede k uvedenému
vzorci. NiZe uvedeny postup se nazyva Metoda variace konstanty.
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1. Ur¢ime obecné feSeni zkracené LDR ' + p(x)y = 0, které oznatime ¥:
§ = Ce™J p(x)dx
2. Obecné feseni tplné LDR hleddme ve tvaru
y= C(x)e* J p(x)dx

tzn. v obecném feSeni zkrdcené rovnice jsme konstantu C nahradili zatim neurcenou
funkei C(x). Tuto funkci uréime z predpokladu, ze y = C(x)e /P9 je fegenim
tplné LDR. Dosadime funkci y a jeji derivaci

y =C(x)e” Jp@dx _ ¢ (x)e™ POdxp ()

do tplné LDR 1. f4du a dostaneme

C'(w)e” /P — C(xpe T P0Bp(x) 1 Cx)e S PO px) = g(x).

~~

¥ (x) y(x)

Na levé strané rovnice se vZdy musi odecist dva ¢leny obsahujici C(x). V rovnici ztstane
C’(x) jen ve formé derivace.

C'(x)e PO = q(x) = C'(x) =q(x)el P

Oznacime-li E(x) = e/ P4 obdrzime diferencidlni rovnici se separovanymi promén-
nymi pro neznamou funkci C(x) ve tvaru

Jeji obecné feSeni 1ze psét ve tvaru
Clx) = /q(x)E(x)dx 4K
a dosazenim doy = C(x)e™ JP®)dx qostaneme

y= E(x {/q x)dx + K|,

coz je hledané feSeni tipIné linedrni diferencidlni rovnice.

~ Pozndmka

Pokud bychom roznésobili obdrZzené feseni tiplné linedrni diferencidlni rovnice a dosa-
dili za E(x) vyraz e/ (¥ videli bychom, Ze obdrZené feseni je déno souctem Feeni
zkracené rovnice a partikuldrniho integralu

y() Ke fp dx+e fp /q ejp
y(X)
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3.8 Vlastnosti linearnich diferencidlnich rovnic

~ Definice N

Linearni diferencidlni rovnici (LDR) n-tého fddu nazyvdme rovnici tvaru

an ()Y + ay (x)y "V 4 (x)y + agy = b(x),

kde funkce a;(x), b(x),i =0,1,...,n jsou spojité na intervalu (a,b) a a(x) # 0.
Je-li b(x) = 0, mluvime o zkrdcené (homogenni) LDR, je-li b(x) # 0, jde o dplnou
(nehomogenni) LDR. Je-li a,(x) = 1, jednd se o normovanou LDR.

Déle budeme pouZzivat oznaceni pro tzv. diferencidlni operétor levé strany:
L*(y) = an(x)y(”) +ap—1 (X)y(”’l) + 4 ay (x)y + agy,

L'(y) =y + aua(x)y" D + -+ a1 (x)y + agy.

Diferencidlni operatory L" a L" jsou linedrni, nebot pro libovolné n-krét diferencovatelné
funkce u(x), v(x) a konstantu ¢ plati

L"*(cu) = cL"(u), L"(u+v) =L"(u) + L"(v).

Tedy linedrni diferencidlni rovnici n-tého ¥adu muzeme nyni zapsat ve tvaru L" (y) = b(x),
resp. normovanou rovnici ve tvaru L"(y) = b(x).

~ Véta N

2 M2z

(véta o snizeni f4du LDR) Necht' je dédna linearni diferencidlni rovnice L"(y) = b(x).
Zname-li jedno nenulové feSeni y; (x) zkrdcené rovnice L"(y) = 0, potom substituci

y=n(x) [o(r,

kde v(x) je spojita funkce, piejde rovnice L"(y) = b(x) v LDR ¥adu n — 1 pro novou
neznamou funkci v(x).

\ J

3.9 Struktura feSeni zkracené LDR n-tého fadu

Z lineérni algebry je zndmo, Ze mnozina vSech funkci spojitych na intervalu (a,b) tvofi
linearni prostor. V této souvislosti ma smysl vymezeni pojmii jako jsou linearni zavislost
resp. linedrni nezéavislost.

~ Definice 3

Rekneme, e funkce y;(x),y2(x), ..., yn(x) jsou na intervalu I linedrné zavislé, jestlize
existuji konstanty Cy,Cy,...,C, € R takové, Ze

Ciy1(x) + Caya(x) + -+ - + Cuyn(x) =0,

pficemz alesporni jedno z &isel C; je rtizné od nuly. V opaéném piipadé jsou funkce
y1(x),y2(x),...,yn(x) na intervalu I linedrné nezavislé.
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V praxi byva pomérné casto potieba nezavislost funkci ovéfovat a k tomu vyuZijeme tzv.
Wronského determinant.

~ Definice

Necht’ funkce y1(x),y2(x), ..., y»(x) maji na intervalu (g, b) spojité derivace az don — 1
fadu vcetné. Potom determinant

v (x) yg(x) e y7(X)
W(x) = ylgx) yzfx) yngx)
yi i (x) v (x) Ly (x)

se nazyva Wronského determinant (wronskidn) pfislusny k y1(x), y2(x),. .., ya(x).

\ J

Vztah mezi Wronského determinantem a feSenimi zkracené LDR n-tého fadu je takovy, Ze
jsou-li funkce y1(x),y2(x),...,yu(x) linedrné zavisla feseni normované rovnice L"(y) = 0
na intervalu I, ve kterém jsou koeficienty a,_1(x),...,a0(x) spojité funkce, potom jejich
wronskidn W(x) = 0 pro vSechna x € I. Mnozina v8ech feSeni LDR L"(y) = 0 tvoii
vektorovy prostor, jehoZ dimenze je rovna fddu dané diferencidlni rovnice a kazdou n-
tici linedrné nezavislych feseni této rovnice nazyvdme fundamentdlnim systémem feSeni.
Fundamentdlni systém feSeni tvofi bazi prostoru feSeni.

Tedy tvofi-li funkce y1 (x), y2(x), . .., yn(x) fundamentalni systém FeSeni rovnice L" (y) = 0,
potom obecné feSeni této rovnice lze vyjadfit ve tvaru

y = Ciy1(x) + Coya(x) + - - - + Cuyn(x),
kde Cy,Cy, ..., Cy jsou libovolné konstanty.

3.10 Linearni diferencidlni rovnice 2. ¥addu

~ Definice

Linearni diferencidlni rovnice (LDR) druhého ¥adu mé tvar

ay(x)y" (x) + a1(x)y' (x) + ao(x)y(x) = b(x),

kde funkce (nebo konstanty) ag(x), a1(x), ax(x) jsou koeficienty rovnice a funkci b(x)
nazyvame pravou stranou rovnice. Déle

1. je-li b(x) = 0, hovofime o zkracené LDR,

2. je-li b(x) # 0, hovofime o nezkracené (iplné) LDR.

~ Definice

Pocatecni (Cauchyho) tlohou pro rovnici

ay(x)y" (x) + a1(x)y' (x) + ao(x)y(x) = b(x)

nazyvame tlohu najit takové FeSeni y(x) této rovnice, ktera spliiuje podminky y(xg) =
Yo, y'(x0) = y1.
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Poznamka

Pti feSeni pocatecni tlohy postupujeme tak, Ze dosazenim zadanych podminek do obec-
ného feSeni a do jeho prvni derivace dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou nezna-
mych pro konstanty C; a C,.

Resime-li konkrétni problémy z praxe, které jsou popsény diferencialnimi rovnicemi, ¢asto
zjist'ujeme, Ze jednotlivé parametry (hmotnost, hustota, frekvence, atd.), které vystupuji
jako koeficienty diferencidlnich rovnic, jsou konstanty. Takovéto tlohy tvoii zdkladni sku-
pinu mezi LDR druhého fadu.

Zaméfime se nejprve na zkracené LDR druhého fadu s konstantnimi koeficienty ve tvaru
/! /
axy” + a1y +apy =0

kde ay,a1,ap € R.

3.11 Charakteristicka rovnice

Lze ukdzat, Ze existuji feSeni rovnice a,y” + a1y’ + apy = 0 ve tvaru y = €’*, kde r je kon-
stanta, kterd vystupuje jako nezndmd v algebraické rovnici

a2r2 4+ air +ag = 0.

Tuto rovnici oznac¢ujeme jako charakteristickou rovnici LDR druhého fddu. Ta mtiZe mit
realné i komplexni kofeny s riznou ndsobnosti, a podle toho rozliSujeme nasledujici pii-

pady:

¢ ma-li charakteristickd rovnice dva rtizné redlné kofeny r1, 7, potom fundamentalni
systém feSeni je "1, "2 a jeji obecné feSenti je

y = Clerlx + Czerzx,
kde C1,C € R,

* ma-li charakteristickd rovnice dvojnasobny kofen r, potom fundamentalni systém
feSeni je ', xe’" a jeji obecné feSeni je

y = C1e"™* 4 Coxe'™,
kde C1,C € R,

¢ ma-li charakteristickd rovnice komplexni kofeny r1 » = a =i, potom fundamentalni
systém Feseni je e** cos Bx, e** sin Bx a jeji obecné feSendi je

y = C1e** cos Bx + Cre™* sin Bx,

kde C1,C; € R.
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3.12 Metoda variace konstant

~ Véta N

(Variace konstant pro LDR 2. fddu) Obecné feSeni rovnice
azy” +ary’ +agy = b(x)
s konstantnimi koeficienty ag, a1, a; 1ze vyjadfit ve tvaru

v=90) () [ x o [,

kde § = Ciy1(x) + Coyz(x) je obecné FeSeni ptislusné zkracené rovnice, W(x) wron-
skidn jejiho fundamentélniho systému a Wy (x), Wy (x) jsou determinanty, vytvofené z
wronskidnu W(x) nahrazenim 1. (resp. 2.) sloupce vektorem pravych stran (0,b/ay).

Uplnou linedrni diferencidlni rovnici druhého #adu s konstantnimi koeficienty
azy” +ay’ +aoy = b(x)

budeme fesit za pfedpokladu, ze zname feSeni zkrdcené rovnice § = Ciy1(x) + Coya(x).
Dale pfedpokladame, Ze obecné feSeni tipIné linedrni diferencidlni rovnice druhého fadu
bude mit stejny tvar jako feSeni zkrdcené rovnice, avSak ve vzorci nahradime konstanty
C1, C; nezndmymi funkcemi Cp (x), Co(x). Provedeme tzv. variaci konstant. Hleddme tedy
feSeni ve tvaru

y = Ci(x)y1(x) + Ca(x)ya(x),
takze
y' = Ciy1 + Cryy + Coyz + Covy.

Volba novych funkei Cy (x), Co(x) umoziiuje stanovit vhodnou dopltiujici podminku, a tou
je poZzadavek, aby
C{]/l + Céyz =0.

Odtud potom je
Yy =Cu1+Cyy a  y'=Cly+Cyf + Gy + Coys.

Ziskany vztah pro funkci y(x) a jeji derivace dosadime do tplné rovnice a po tpravé ob-
drzime

Ci(azy| + aryy + aoyr) + Ca(a2yy + arys + agyz) + az(Cyyy + Coys) = b.

ProtoZe y1,y» jsou feSeni piislusné zkrdcené rovnice, musi byt vyrazy v zavorkach rovny
b . . ,

nule a dostaneme Cjyj + Coy5 = —. Tim jsme obdrZeli druhou podminku pro derivace
a

neznamych funkci C1(x), C2(x) a mtiZeme Fesit soustavu linedrnich rovnic
C{yl + Cé]/z =0,
b
Civi +Coyp = —.
as
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Jeji determinant je wronskianem funkci i1, y2, ktery je rizny od nuly, nebot” obé funkce jsou
podle pfedpokladu linedrné nezavislé. Soustava mé tedy jediné feSeni, které nalezneme
pomoci Cramerova pravidla pro feSeni soustav linedrnich rovnic

Cil) =t o) =,

Po integraci téchto vztahti dostaneme

_ (M)
W(x)

_ [ Wa(x)
W(x)

Cy(x) dx + Ky, Ca(x) dx + K»,

kde Kj,K; € R. Dosadime-li do pfedpokladaného feSeni, potom po roznasobeni dosta-
neme obecné feSeni zadané rovnice v pozadovaném tvaru

Wi (x) Wa(x)
Wl(x) dx +y2(x)/ Wz(x) dx.

v = Cin(x) + Caya () + 1 (x) |

3.13 Metoda neurcitych koeficient

Ve fundamentalnim systému LDR s konstantnimi koeficienty se mohou vyskytovat pouze
polynomy, pfirozené exponencidlni funkce a funkce goniometrické, pfipadné jejich sou-
¢iny. Je-li také prava strana b(x) v diferencidlni rovnici polynom, exponencialni nebo goni-
ometricka funkce, popfipadé jejich soucin, lze partikuldrni integral nalézt jednodussi me-
todou, nez je variace konstant.

Postupujeme tak, Ze partikuldrni integral zvolime pfedem, a to stejného typu jako je prava
strana rovnice, ale s obecnymi koeficienty, které ur¢ime dosazenim partikuldrniho inte-
gralu do ptivodni rovnice a porovnanim jejich obou stran. Podrobnéji ndm o tom pojed-
nava nasledujici véta.

~ Véta

(Metoda neur¢itych koeficientt) Jestlize méd pravd strana LDR s konstantnimi koefici-
enty tvar
b(x) = e (pm(x) cos wx + gu(x) sinwx),

kde pm(x), gn(x) jsou polynomy stupnitt m, n se zadanymi koeficienty. Dale je-li ¢islo
7 = A £iw k-ndsobnym kofenem jeji charakteristické rovnice, potom volime partikuldrni
integral ve tvaru

v(x) = x¥eM¥ (Ppr(x) cos wx + Qur(x) sin wx),
kde M = max{m, n}. Koeficienty polynomt Py;(x) a Qps(x) uréime porovnédvaci meto-
dou po dosazeni partikularniho integralu do ptivodni rovnice.
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