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UVOD

STUDIJNi OPORY S PREVAZUJICIMI DISTANCNIMI PRVKY PRO PREDMETY
TEORETICKEHO ZAKLADU STUDIA

je ndzev projektu, ktery uspél v ramci prvni vyzvy Opera¢niho programu Rozvoj lidskych
zdroji. Projekt je spolufinancovan statnim rozpoétem CR a Evropskym socialnim fondem.
Partnery projektu jsou Regionalni stredisko vychovy a vzdélavani, s.r.o. v Mosté, Univerzita
obrany v Brné a Technicka univerzita v Liberci. Projekt byl zahajen 5.1.2006 a bude ukonc¢en
4.1.2008.

Cilem projektu je zpracovani studijnich material z matematiky, deskriptivni geometrie,
fyziky a chemie tak, aby umoznily piedevsim samostatne studium a tim minimalizovaly pocet
kontaktnich hodin s ucitelem. Je ziejmé, Ze vytvorené texty jsou urceny studentam vsech
forem studia. Studenti kombinované a distanéni formy studia je vyuZiji k samostudiu, studenti
v prezen¢ni formé si mohou doplnit ziskané védomosti. VSem studentam texty pomohou pfi
procviceni a ovéreni ziskanych védomosti. Nezanedbatelnym cilem projektu je umoznit
zvyseni kvalifikace Sirokému spektru osob, které nemohly ve studiu na vysoké Skole

z riznych davodua (socialnich, rodinnych, politickych) pokracovat bezprostiedné po maturité.

V rdmci projektu jsou vytvoreny jednak standardni ucebni texty v tisténé podobg,
koncipované pro samostatné studium, jednak e-learningové studijni materidly, pristupné
prostrednictvim internetu. Soucasti vystupi je rovnéZz banka testovych uloh pro jednotlivé

piedméty, na niZ si studenti ovéii, do jaké miry zvladli prostudované ucivo.

v v/

Prejeme vam mnoho Uspéchu pii studiu a budeme mit radost, pokud vam piedlozZeny text
pomuze pii studiu a bude se vdm libit. ProtoZe nikdo neni neomylny, mohou se i v tomto
textu objevit nejasnosti a chyby. Predem se za n¢ omlouvdme a budeme vam vdécni, pokud

nas na n¢é upozornite.

ESF — ROVNE PRILEZITOSTI PRO VSECHNY
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POKYNY KE STUDIU

V Gvodu si vysvétlime jednotnou pevnou strukturu kazdé kapitoly textu, kterd by vam
meéla pomoci k rychlejsi orientaci pii studiu. Pro zvyraznéni jednotlivych casti textu jsou

pouZzivany ikony a barevné odliSeni, jejichZ vyznam nyni objasnime.

Privodce studiem

vas stru¢né seznami s obsahem dané kapitoly a s jeji motivaci. SlouZi také k instrukci, jak

pokracovat dal po vyreSeni kontrolnich otadzek nebo kontrolnich text.

Cile

vas sezndmi s ucivem, které v dané kapitole poznate a které byste po jejim prostudovani

méli umét.

Predpokladané znalosti

shrnuji stru¢né ucivo, které byste méli znat jesté diive neZ kapitolu zacnete studovat. Jsou

nezbytnym piedpokladem pro Gspésné zvladnuti nasledujici kapitoly.

Vyklad

oznacuje samotny vyklad uciva dané kapitoly, ktery je ¢lenén zptsobem obvyklym

v matematice na definice, véty, pripadné dikazy.

o=

Definice 1.1.1.

Zavadi zakladni pojmy v dané kapitole.

Véta 1.1.1.

Uvadi z&kladni vlastnosti pojmt zavedenych v dané kapitole.

Dikaz: Vychazi z piedpokladu véty a dokazuje tvrzeni uvedené ve véte.

k% 6
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Poznamka

neformalne komentuje vykladanou latku..

\ls
~, Cd . L
AN ReSené ulohy
oznacuji vzorove priklady, které ilustruji probrané ucivo.
Priklad Uvadi zadani ptikladu.
Redeni:  Uvadi podrobné fedeni zadaného piikladu.
N )
Ulohy k samostatnému feSeni
ZALN Y

obsahuji zadani piikladi k procviéeni probraného ugiva. Ulohy oznacené ¥ patii

k obtizné&jSim a jsou uréeny zajemcam o hlubsi pochopeni tématu.

% Vysledky uloh k samostatnému FeSeni

obsahuji spravné vysledky predchozich piikladi, slouzi ke kontrole spravnosti reseni.

‘) Kontrolni otazky

obsahuji soubor otazek k probranému ucivu véetné nékolika odpoveédi, z nichz je vzdy

alespon jedna spravna.

j\3-/1 Odpovédi na kontrolni otazky

uvadeji spravné odpoveédi na kontrolni otazky.

k% 7
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Kontrolni test

obsahuje soubor priklada k probranému ucivu.

Vysledky testu

uvad¢ji spravne odpoveédi na piiklady kontrolniho testu.

Literatura

obsahuje seznam knih, které byly pouzity pii tvorbé piislusného textu a na které byly

piipadné uvedeny odkazy k hlubSimu prostudovani tématu.

Piktogram, ktery upozornuje na duleziteé vztahy nebo vlastnosti, které je nezbytné si

zapamatovat.
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1. MATEMATICKA LOGIKA A MNOZINY

Privodce studiem

V nésledujici kapitole si ptipomeneme nekteré vyznacné poznatky z matematické logiky a
teorie mnoZzin, tvorici zaklad mnoZinové logického aparatu. S celou fadou pojmu, které zde
budou uvedeny, se ¢tenai sezndmil uz v prabéhu studia na stiedni Skole, a proto se zaméfime
Vv podstaté na systematické utfidéni téchto pojmu a na zduaraznéni nekterych vzajemnych
souvislosti. Zatim uvedme, Ze logika se zabyva formami a pravidly sprdvného mysleni a
teorie mnoZin zkouma nejobecngjsi vztahy mezi souhrny (mnoZinami) urcitych piedméta
(prvka). Obé dnes Siroce rozvinuté matematické discipliny budeme pouZivat jen jako

vyjadiovaci prostiedek.

Predpokladané znalosti

V celé kapitole Matematicka logika a mnoziny se piedpoklada, Ze si ¢tenai zopakuje

stiedodkolské znalosti z oblasti vyrokoveé logiky, teorie mnoZin a ¢iselnych obora.

1.1. Nékteré pojmy logické vystavby matematiky
Cile

v sy

Cilem kapitoly je opakovani a rozsireni stiedoSkolskych latky z oblasti vyrokove logiky a

vystavby matematického vyjadiovani (axiomy, definice, véty, dukazy).
vyklad

Vyrokem nazveme kazdou vyslovenou nebo napsanou myslenku, o niz mé smysl fici, Ze

je bud’ pravdiva nebo nepravdiva. Vyrokem muze tedy byt pouze véta oznamovaci. Vyroky

k% 9
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Nékteré pojmy logické vystavby matematiky

budeme oznacovat velkymi pismeny A, B, ..., jejich pravdivostni hodnotu, tj. pravdivost,

resp. nepravdivost vyroku, ozna¢ime symbolem (¢islici) 1, resp. 0.

Hypotézou nazveme vyrok, jehoZ pravdivostni hodnotu zatim nezname; pokousime se ji

odvodit logickymi operacemi z jinych pravdivych vyroki.

Z danych vyroku lze vytvaiet nove vyroky negaci, uzZitim logickych spojek a zavorek.

Negace vyroku A je novy vyrok, ktery vyjadiujeme slovy ,neplati A“ a oznacujeme

symbolem non A. Je-li vyrok A pravdivy, je vyrok non A nepravdivy; je-li vyrok A

nepravdivy, je vyrok non A pravdivy. Vyroky A a non A se vzajemné vylucuji, jejich

pravdivostni hodnoty jsou opacne.

Resené dlohy

Priklady spravné a nespravné negace vyroki

¥
l|\\

Vyrok A Negace vyroku A Vyroky, které nejsou negace-
mi vyroku A
Cislo x je zaporné. Neni pravda, Ze Cislo x je kladné.
¢islo x je zaporne.
Cislo x je nezaporné.
Mam cerveny svetr. Neni pravda, Ze Mam bily svetr.
mam cerveny svetr. Mam cerny svetr.
Nemam cerveny svetr. Mam zeleny svetr.

Negovani vyroka s tidajem o poétu prvka

Vyrok

Negace vyroku

Alespon dva odesli.
Zadny nepfisel.
Zistaneme nejvyse tii.

Dané rovnice ma prave jeden koten.

Nejvyse jeden odesel.

Alespon jeden priSel.

Zastaneme aspon Ctyfi.

Dana rovnice nema Zadny koten nebo ma

alespon dva koreny.

k%
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Vyklad

Logické spojky (funktory) jsou ctyfi: 1. Spojka a, kterou oznacujeme symbolem A;
2. spojka nebo (v); 3. spojka jestlize - pak (=); 4. spojka pravé tehdy, kdyZ (<). Pomoci

logickych spojek vytvaiime z vyroka A, B nove vyroky:

Konjunkce vyrokit A, B je vyrok, ktery vyjadiujeme spojkou a; oznacujeme jej A A B,
coz ¢teme A a B. Konjunkce je pravdivym vyrokem, pravé kdyZ oba vyroky A a B jsou
pravdivé. Disjunkce vyrokit A, B je vyrok, ktery vyjadiujeme spojkou nebo; oznacujeme jej
A v B, coZ ¢teme A nebo B. Disjunkce je pravdivym vyrokem, kdyZ je pravdivy aspori jeden

z vyrokii A, B.

Implikace vyrokiz A, B (v daném poiadi) je vyrok, ktery vyjadiujeme slovnim spojenim
jestliZe - pak. Oznacujeme jej A = B, coZ ¢teme: Jestlize plati A, pak plati B. Implikace je
pravdivym vyrokem pfi vSech moznych pravdivostnich hodnotach vyroka A, B kromé

piipadu, kdy A je pravdivym a B nepravdivym vyrokem.

Ekvivalence vyroki A, B je vyrok, ktery vyjadiujeme slovnim spojenim pravé tehdy,
kdyz. Oznacujeme jej A < B, coZ ¢teme: A plati prave tehdy, kdyz plati B. Ekvivalence je
pravdivym vyrokem, pokud vyroky A, B jsou oba pravdivé nebo vyroky A, B jsou oba

nepravdivé.

Poznamka

Tabulka pravdivostnich hodnot vyrok: odvozenych z vyrokii A, B negaci a uZitim logickych

spojek

A B non A A AB A v B A =8B A B
1 1 0 1 1 1 1

1 0 0 0 1 0 0

0 1 1 0 1 1 0

0 0 1 0 0 1 1

% "
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Vyklad

Vyrokova formule je zapis z pismen A, B, ... , znaku pro negaci, logickych spojek a
zavorek, ktery je sestaven tak, aby byl vyrokem, pokud pismena A, B, ... 0znacuji vyroky.
Zapisy konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence jsou vyrokovymi formulemi.

I u slozit¢jSich vyrokovych formuli mazeme sestavit tabulku jejich pravdivostnich hodnot.

VyuZzivame pritom tabulku pravdivostnich hodnot.

ReSené Glohy
Priklad Sestavme tabulku pravdivostnich hodnot vyrokové formule (A A B) v non A.
Reseni:

¥
l|\\

A B AAB non A (AAB)vnonA

1 1 1 0 1

1 0 0 0 0

0 1 0 1 1

0 0 0 1 1
Vyklad

Tautologie je vyrokovad formule, ktera nabyvad ve vSech piipadech pravdivostni

hodnoty 1.

Vyrokova forma S(x) je slovni vyjadreni, v némZ se vyskytuje proménnd x. Toto
vyjadieni ma tu vlastnost, Ze se stane vyrokem, jestliZze proménnou nahradime prvky jisté
mnoziny, kterou oznacime D a nazveme defini¢nim oborem vyrokové formy S(x). MnoZinu
vdech prvku, pro néz je S(x) pravdivym vyrokem, nazveme oborem pravdivosti vyrokové

formy S(x) a oznacime P.

g "
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Napt. vyrokova forma ,,x je celé ¢islo* neni vyrokem, nebot’ nezndme vyznam proménné
X. Teprve tehdy, nahradime-li proménnou x urcitym c¢islem, dostaneme vyrok, a to bud
pravdivy (napt. nahradime-li x &islem 2) nebo nepravdivy (napt. nahradime-li x ¢islem %).
Defini¢énim oborem této vyrokové formy je mnoZina R, piip. C, pravdivostnim oborem

mnozina Z.

Podobné jsou definovany vyrokové formy, které obsahuji dvé a vice proménnych.

Kvantifikatory. Vedle nahrazeni proménnych konstantami existuje jesté jiny zpasob, jak

dostaneme z vyrokovych forem vyroky. Napt. vyrokova forma x +y =y + x je pravdivym

vyrokem, nahradime-li x a y libovolnymi realnymi ¢isly. Tento vyrok vyjadiime slovy:
Pro vSechna realna cisla x, y platix + y =y + x.
V symbolice matematické logiky piSeme tento vyrok ve tvaru
VX,yeR:x+y=y+Xx,
kde V oznacuje tzv. obecny kvantifikator.

Vyrokova forma x >y je pravdivym vyrokem pouze pro nékteré dvojice realnych cisel.

Tuto vlastnost vyjadiime vyrokem:
Existuji takova realnd ¢isla x, y, Ze platix >y .
V symbolice matematické logiky piSeme tento vyrok ve tvaru
Ix,yeR:xX>y,

kde 3 je tzv. existenéni kvantifikator. Nékdy se uziva také symbol 3!, ktery ¢teme: Existuje

prave jeden ... .

Operace s vyrokovymi formami. Tak jako jsme z vyroku tvofili nové vyroky pomoci

negace, logickych spojek a zavorek, muZeme stejnym postupem vytvorit z vyrokovych forem

nové vyrokové formy. Jestlize U(x) a V(x) jsou dvé vyrokové formy, zapisujeme nové

vyrokové formy ve tvaru:

non U(x), tj. neni pravda, Ze plati U(x),

U(x) A V(X), tj.plati U(x) a V(x),

U(x) v V(x), tj. plati U(x) nebo V(x),

U(X) = V(X), tj. jestlize plati U(x), pak plati V(x),

g I )
* *
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U(X) < V(X), tj. U(X) plati prave tehdy, kdyz plati V(x).

vvvvvv

Zapamatujeme si: Rovnice, resp. nerovnice je vyrokovou formou; rovnost, resp. nerovnost je

vyrokem.

Axiomy, definice, véty

AXiom je pocatecnim vyrokem budované matematické teorie, jehoZ pravdivost
piedpokladame (a nedokazujeme). Napi. vyrok ,,dvéma riaznymi body je uréena jedina
piimka* je jednim z axiomi, které zvolil Euklides pro vybudovani védeckych z&kladu
elementérni geometrie. Axiomaticky lze budovat matematiku a nekteré ¢asti ptirodnich veéd

(napr. klasickou mechaniku, specialni teorii relativity).

Definice je ekvivalence, na jejiz jedné strané je novy pojem a na druhé strané jsou jen
pojmy drive zndmé. Definice vystihuji dulezité a ¢asto se vyskytujici pojmy dané teorie a

vV s

umoziuji stru¢néjsi vyjadiovani matematickych vyroka. Definice nedokazujeme.

Véta je pravdivy vyrok dokazatelny v dané teorii (z axiomt nebo predem znamych

pravdivych vét; napi. Pythagorova véta je vétou euklidovské geometrie).

Dilkaz matematické véty. V matematice se pouZivaji nejéastéji tyto tti typy dukazu:

1. Dtikaz ptimy,
2. diikaz nepiimy,

3. dukaz metodou matematické indukce.

Za ditkaz pFimy povazujeme tetézec pravdivych implikaci A; = Ay, Ax = A, ...,

An.1= A, za piedpokladu, Ze A; je axidbm nebo platna (uZ dokazand) véta.

Stru¢né muzeme psat

AL A= Ay A= L A, tedy An.

Ef o B
* *
i’ ,i
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Resené dlohy

Priklad DokaZme toto tvrzeni: Pro kazdé reélné ¢isloa =0 plati:

a>0:>a+a£2 2.

2

Redeni: a>0=(a-1)?>0>a%-2a+1>0=>a+1>2a= ° oo
a
1
=>at+—2>2.
a
Vyklad

Za nepiimy ditkaz povaZzujeme dikaz implikace non B = non A, ktera je obménou

implikace A = B a ma stejnou pravdivostni hodnotu jako pavodni implikace A = B.
Resené dlohy

Priklad Dokazme vyrok: JestliZe je druhd mocnina celého ¢isla k ¢islo sudé (vyrok A),

pak je c¢islo k sudé (vyrok B).

Reseni: Dokéazeme obménu této implikace, tedy vyrok: Jestlize je k liché ¢islo (vyrok non
B), pak je ¢islo k® liché (vyrok non A). Vyjadiime-li &islo k ve tvaru
k=21+1 (I celg), je k?* = 41° + 41 + 1, tj. rovn&Z liché &islo.

Vyklad

Nep#imym dizkazem je i dizkaz sporem. Tento dikaz provedeme ve tiech krocich:
1. Vyslovime negaci vyroku A, tj. non A,
2. sestavime tetézec implikaci non A = B; = ... = B, kde B neplati,

3. uzavieme, Ze neplati non A, tj. plati vyrok A.

% ’
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Resené Glohy
Priklad Dokazme, Ze ¢&islo \/5 neni racionalnim &islem.

Reseni: Predpokladejme, Ze \/Eje racionalni ¢islo p/q, kde p a g # 0 jsou nesoud¢lna cela
Cisla a Zadné z nich neni rovno 1. Tento predpoklad vede ke sporu. Umocnénim rovnosti
V2 = plq dostaneme

p’ =207,
p? je tedy &islo sudé a podle pifkladu 3 je i p &islo sudé; maZeme je proto vyjédit ve tvaru
p = 2l (I celé). Dosazenim za p do piedchozi rovnice dostaneme p?= 4I°> = 2¢7,

q2 - 2|2’
C0Z znamena, Ze take c¢islo q je sudé ¢islo. Dosli jsme tedy k zavéru, Ze cisla p, g jsou suda, tj.

soudélnd, coZz odporuje naSemu piedpokladu, Ze ¢isla p, g nejsou soudélna. Predpoklad byl

nespravny, ¢islo /2 neni racionalni.

Vyklad

Ditkaz matematickou indukci se obvykle uziva, kdyZz mame dokazat, Zze pro kazdé
piirozené ¢islo n (popi. pro ¢isla zac¢inajici ¢islem ng > 1) plati jisty vyrok (napi. vzorec),
ktery oznaéme V(n). Dukaz matematickou indukci provadime ve dvou krocich.

1. Oveéiime, Ze vyrok V(n) plati pro ur¢ité nejmensi ptirozené ¢islo ng > 1.
2. Predpokladame, Ze V(n) plati pro nekteré ptirozené ¢islo n = k a vypoctem nezavislym na

n dokazeme, Ze plati také pron =k + 1.

Spojeni obou kroki dokazuje platnost vyroku V(n) pro vSechna ptirozena ¢isla n > no.
Resené Glohy

Priklad DokaZzme, Ze pro kazdé piirozené ¢islo n plati vzorec V(n):

12+2°+ .. +n’= %n(n+ 1)(2n + 1).
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Reseni: 1. Vzorec plati pron =1, nebot’ 1% = %1(1 +1)(2+1).
2. Predpokladejme, Ze vzorec plati pro n = k, tj.

12+2%+ .. +K= %k(k +1)(2k + 1).
K ob&ma stranam rovnice pripocteme (k + 1)

PP+22+ .+ K+ (k+1)? = %k(k+1)(2k+1)+ g(k+ 1)%
Upravou pravé strany [vytknutim vyrazu %(k + 1)] a jejim porovnanim s pravou stranou

vzorce V(n) pro n = k + 1, tj. s vyrazem %(k + D[k + 1) + 1][2(k + 1) + 1], vidime, Ze

vzorec V(n) skute¢né plati pron =k + 1.

Spojeni kroku 1 a 2 dokazuje platnost vzorce V(n) pro vSechnan € N.

Kontrolni otazky

1. Vyrokem rozumime kazdou vétu nebo sdéleni, o kterém méa smysl uvaZzovat, zda je
pravdivy nebo nepravdivy, pificemz nastane:
a) prave jedna z moznosti,
b) alespon jedna z moZnosti,
C) nenastane Zadna z moznosti.
2. Patii predpovedi pocasi mezi:
a) hypotézy, b) vyroky.
3. Tautologie je vyrokova formule, ktera nabyvéa ve vSech piipadech pravdivostni hodnoty:
a) 0), b)1 c)0nebol.
4. Rovnice, resp. nerovnice je:
a) vyrokovou formou,
b) vyrokem,
c) hypotézou.
5. Dukaz sporem matematické véty fadime mezi diukazy:

a) primé, b) neptimé, c¢) matematickou indukci.

% "
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Odpovédi na kontrolni otazky

1.a); 2. a); 3. b); 4.a); 5. b).

Ulohy k samostatnému feseni

1. Rozhodnéte, které z nasledujicich vét jsou vyroky, a pokud je to mozné, urcete jejich
pravdivostni hodnoty: a) MaS penize ? b) KéZ by piestalo snézit ! c) V roce 2020
nebudeme mit adné uhli. d) Lagos je hlavni mé&sto Zambie. ) 4° - 62 = 2. f) 4*- 62 = 1.
g) Druh4 mocnina kazdého prirozeného &isla je kladna. h) x* + x - 6 = 0.

2. Rozhodnéte, zda vyrok: Alespon jeden koien této rovnice je kladny je negaci vyroku:
VSechny koieny této rovnice jsou zaporné.

3. Vyslovte negace vyroki: a) V daném trojuhelniku je nejvyse jeden tupy Ghel. b) Zadné
prvocislo neni sudé. c) Alespon jeden koien dané rovnice je kladny. d) Alespon jeden
koeficient dané rovnice neni zaporny. €) Alespon tii z nds mluvi Spanélsky. f) Nedostal
zadnou knihu. g) Kazdy micel. h) Piedbéhl kazdého soupeie.

4. Rozhodnéte, zda jsou pravdivé nasledujici implikace: a) Jestlize je ¢islo 25 délitelné 17,
pak i &islo 471 + 7.25 je d&litelné 17. b) Jestlize i je imaginarni jednotka, potom i’ je
imaginarni ¢islo. c) Jestlize In5 = 2, potom In10 = 3. d) Jestlize 2 < 5, potom ma
Praha vice nez milion obyvatel.

5. Zapiste nésledujici vyroky v symbolice matematické logiky: a) Bud’ plati A a B, nebo
neplati A ani B. b) Plati nejvy3e jeden z vyroka A, B. c) Plati aspon jeden z vyroku A, B.
d) Plati prave jeden z vyroka A, B.

6. Sestavte tabulky pravdivostnich hodnot vyrokovych formuli: a) (B) A = v (B = non A),
b)nonA=B,c) (A=B)A(B=A).

7. Rozhodnéte, které z nasledujicich vyrokovych formuli jsou tautologie: a) (A A B) = A,
b) (AvB)=A,c) A=B)< (B=A).

8. Rozhodnéte, které z nasledujicich dvojic vyrokovych formuli jsou ekvivalentni: a) A = B,
B= A, b) A< B,non A< nonB,c)non (A= B), AAnonB.
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9. Najdste definicni obory a obory pravdivosti vyrokovych forem: a) Si(x) : x? + 3x + 2 = 0,
b) Sa(x) 1 x>0 A X2 > X, €) S3(X) : X je studentem prirodovedecké fakulty UK, d) S(X) :
JestliZze x je muz, potom méti vice nez 190 cm.

10. Psimym diikazem dokaZte vyrok: Jestlize celé &islo a neni d&litelné tremi, pak &islo a® - 1
je delitelné tremi.

11. DokaZte matematickou indukci platnost vztaht: a) 1 +2+3+ ... +n= %n(n +1),

b)1+3+5+..+(2n-1)=n%
12. DokaZzte, Ze cislo log5 je iracionélni. Zvolte dikaz sporem.

Vysledky Uloh k samostatnému feSeni

1. a), b), h) nejsou vyroky, c) je hypotéza, ), g) jsou vyroky pravdivé, d), f) jsou vyroky
nepravdivé.

2. Neni negaci, kofeny mohou byt rovny nule.

3. a) alespon dva, b) alespon jedno, c) Zadny koien, d) Zadny koeficient, €) nejvyse dva,
f) dostal alespon jednu, g) alespon jeden nemicel, h) nepiedbéhl alespon jednoho soupere.

4. b) nepravdiva, ostatni pravdivé.

5. a) A< B, b)non (A AB),c)AvB,d) A< non B, pfip. non A < B.

7. a).

8. b),c).

9. a) Di(X) = R, Py = {-1, -2}, b) D, (X) = R, P, = (1, =), ¢) D3(x) = mnozina vSech lidi,

P; = mnozina vSech studentt prirodovédecké fakulty UK, d) D4(X) = mnoZzina vSech lidi,

P, =mnoZina vdech Zen sjednocend s mnoZinou viech muza vyssich nez 190 cm.

10.Navod: a> -1 = (a + D@ - 1).

Kontrolni test

1. Urcete, ktera z nasledujicich sdeéleni jsou vyroky:
a) ¢islo x je z&porne,
b) ¢islo 7 neni prvocislo,
c) trojuhelnik ABC je rovnostranny,
d)u-v=6,

g I :
* *
i’ ,i

- =




Matematika I, ¢ast | Nékteré pojmy logické vystavby matematiky

e) Ostrava je hlavnim méstem CR,
f) zacnéte se balit!
g) uz je pualnoc?
2. Urcete, ktera sdéleni z bodu 1 jsou vyrokovymi formami.
3. Negaci vyroku: ,,V noci prselo* je vyrok:
a) v noci snézilo,
b) v noci bylo jasno,
c) neni pravda, Ze v noci prselo.
4. Rozhodnéte, které z nasledujicich implikaci jsou nepravdiveé:

a) jestlize 3< 4, potom ma Ostrava vice nez tisic obyvatel,
b) jestlize i je imaginarni jednotka, potom i* neni imaginarni ¢islo,
c) jestlize ¢islo 15 je délitelné 3, potom i ¢islo  16+4-700 je délitelné 3.

5. Rozhodnéte, které z nasledujicich vyrokovych formuli jsou tautologie:
a) (ArB)=A, Db (AvB)=A ¢ (A=B) < (B=A),

6. Urgete obor pravdivosti vyrokové formy S(X): x* —x—6=0.
AR, b){3-2}, ¢ @&

7. Primym diakazem rozhodnéte, Ze véta: ,,Jestlize celé ¢islo a neni délitelné tremi, pak ¢islo
a’ -1 je délitelné tremi:

a) plati, b) neplati, c) nelze rozhodnout.

Vysledky testu

1.b),c),e), f),0); 2.a),d); 3.¢); 4.¢); 5.a); 6.b); 7.a).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné ve 4 pripadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném piipadé je tieba prostudovat kapitolu 1.1. znovu.
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1.2. Mnoziny

Cile
Cilem kapitoly je opakovani a rozsiieni stiedoSkolskych znalosti v oblasti teorie mnozin.
Pravodce studiem

Mnozina je jednim ze zékladnich pojmt moderni matematiky. Teorii mnozin je mozno
budovat intuitivné nebo axiomaticky. V tomto ¢lanku se omezime na zopakovani zakladnich
pojma intuitivniho vykladu mnoZin a jejich vlastnosti, které se podrobné probiraji na vétsing

stiednich skol.

Vyklad

Z&kladni pojmy

Mnozinou rozumime souhrn (tj. skupinu, soubor) né&jakych objekta, osob, véci,
abstraktnich pojmui, ktery je vymezen tak, Zze o kazdém objektu Ize rozhodnout, zda do
souboru patti nebo nepatii. Objekty, které do souboru nalezeji, se nazyvaji prvky mnoziny.
MnozZiny budeme obecné oznacovat velkymi pismeny, jejich prvky malymi pismeny. To, Ze
prvek x patii do mnoziny M, zapisujeme x € M, zapis a ¢ M vyjadiuje, Ze a neni prvkem
mnoziny M. MnoZina, kterd neobsahuje Zadny prvek, se nazyva prazdna mnoZzina,
oznacujeme ji symbolem &. MnoZina, kterd obsahuje alesponn jeden prvek, je mnoZina
neprézdnd. MnoZziny, které obsahuji koneény pocet prvki, nazyvdme kone¢nymi mnoZinami
na rozdil od nekoneénych mnoZin, které maji nekoneény pocet prvki. Kone¢nou mnozinu M,
ktera obsahuje prvky aj, ay, ..., a,, ozna¢ime M = {a, ... , an}. Charakteristicka vlastnost
prvka dané mnoziny je vlastnost, kterou maji vSechny prvky dané mnoZiny a kterou nemaji
prvky, jeZz do mnoZiny nepatéi. MnoZinu M prvka danych charakteristickou vlastnosti

vyjadienou napt. vyrokovou formou S(x) zapisujeme ve tvaru

M={x e D:S(x)},
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kde mnoZzina D je definicnim oborem a mnozina M pravdivostnim oborem vyrokové formy

S(x). Tak napt. zapis M = {x € N : 5 < x < 10} zna¢i mnozinu M = {6, 7, 8, 9}.

Rekneme, Ze mnoZina A je podmnozinou mnoziny B (pieme A c B), jestlize kazdy
prvek mnoziny A je prvkem mnoziny B, tj. VX € A : (X € A) = (X € B). Platnost vyroku
A c B nevyluéuje rovnost A = B, kterd je definovana konjunkci (A < B) A (B < A).

Pripomenime, Ze prazdnd mnoZzina je podmnoZinou kazdé mnoZziny.

Operace s mnozZinami

Prinik mnozin A, B definujeme jako mnoZinu vSech prvku, které jsou spole¢né obéma

mnozinam A, B. Pranik mnoZin A, B oznac¢ujeme A n B. Plati tedy

ANnB={x : (X € A) A (x € B)}. Dvé mnoziny A, B, pro n&z plati A n B = &, nazyvame

disjunktnimi mnozinami.

Sjednoceni mnozin A, B definujeme jako mnoZinu, jejimiZ prvky jsou pravé vSechny
prvky mnoziny A a pravé vsechny prvky mnoziny B. Sjednoceni mnozin A, B oznacujeme
AUB.Platitedy AuB={x : (x € A) v (x € B)}.

Rozdil mnozin A, B v daném poradi definujeme jako mnoZinu vSech prvka, které jsou
prvky mnoziny A a nejsou prvky mnoziny B. Rozdil mnozin A, B oznacujeme A - B nebo
A\B.Platitedy A-B={x : (x e A) A (X ¢ B)}.

Doplnék mnoziny A v mnoZiné Z. Necht A < Z. Doplikem mnoziny A v mnozing Z

nazyvame podmnozZinu mnoZziny Z, ktera obsahuje prvky, které nepatii do mnoZiny A.
Oznacujeme A’ a plati

A= Z-A={x: (xeZ) A (xe A}

Uvedené pojmy budeme ilustrovat na obr. 1.
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Vennovy diagramy

Obr. 1

Vztahy mezi mnozinami a operace S mnoZinami zndzornujeme pomoci diagramu, ve

kterych mnoZiny predstavuji kruhy, popt. jiné geometrické obrazce (napt. obdélniky) a jejich

¢asti (viz obr. I, priklad 1, obr. 2).

Resené dlohy

Priklad Diagram na obr. 2 znazoriiuje mnoZinu osob Z = {a, ... , k}, ovladajicich cizi

jazyky. A={a, b, c, d, e, f} je mnoZzina lidi, kteti mluvi anglicky, F={d, e, f, g, h, i} je

mnozina lidi, ktefi mluvi francouzsky, a lidé v mnozZin¢ oznac¢ené N = {c, f, j, K} mluvi

némecky. Urceme mnozinu W lidi, ktefi mluvi francouzsky a nemluvi némecky, a mnozinu Y

lidi, kteti mluvi vSemi tiemi jazyky.
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Obr. 2

Redeni:  Podle diagramu na obr. 2 plati W= F-N ={d, e, g, h, i},
Y=ANn FnN={f}.

Vyklad

Uspoiddanou dvojici (a, b) prvka a, b € M nazyvame dvojici, u které zalezi na poradi
prvka a, b, piicemZ prvek a je prvni ¢len, prvek b druhy ¢len dvojice (a, b). Pro a = b je

(a, b) = (b, a).

Kartézskym souc¢inem A x B neprazdnych mnozin A, B (v tomto poradi) nazyvame

mnoZzinu vSech uspotradanych dvojic (a, b), kdea € A, b € B.
Zapisujeme AxB= {(a,b):ae AADb e B}
Je-li alespon jedna z obou mnoZin A, B prazdna, potom A x B = .

Je-li A = B, nazveme soucin A x A (druhou) kartézskou mocninou mnoZiny A,

oznacujeme A’

Ef o ”
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A\ ¥
Paxy

Resené dlohy

Priklad Necht A = {a, c}, B ={b, d, c}. Utvorme souciny A x B, B x A.

Reseni: AxB={(a, b), (a d), (a c), (c, b), (c, d), (c, c)}.
B x A={(b, a), (b, ¢), (d, a), (d, c), (c, a), (c, ¢)}.

Poznamka

1. Kartézsky soucin A x B neni komutativni operaci, protoZe obecné plati A xB =B xA.

2. Obecné lze zavést kartézsky soucin Ay x Az x Az x ... x A, jako mnoZinu vSech

usporadanych n-tic (ay, ay, ..., an), kde a; € Ay, a2 € Ay, ..., an € An.

Je-liAj = A, =...= A, = A, budeme znacit A xA x... xA= A"

n-krat

Vyklad

Binarni relaci mezi libovolnymi neprdzdnymi mnoZinami A, B nazyvame kaZdou

podmnozinu R kartézského soucinu A x B, tj. R < A x B.
Je-li R = A x A, nazveme relaci R relaci na mnoziné A.

Je-li R binérni relace na mnozing A, X,y € A, (X, y) € R, tikdme, Ze prvek x je v relaci R
s prvkem y a oznacujeme xRy. Jestlize (x, y) ¢ R, piseme xRYy.

Zapis xRy nazyvame pifiifazenim prvku y v relaci R k prvku x.

Poznamka
Binarni relaci R < A x B, jejiz prvky (X, y) vyhovuji dané vyrokove forme f(x, y), zapiSeme ve

tvaru R ={(x,y) € A xB : f(x, y)}.
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A\ ¥
Paxy

Resené dlohy

Priklad  Necht' Q je mnoZina vSech racionalnich ¢isel arelace R = {(x,y) € Q x Q:

X +Yy e Z} (Z je mnozina vSech celych ¢isel). Zjistéme, zda % R % g R g
Reseni: Plati
EF_Ql, protoze g+E _ ¢ Z,
3 7 3 21
ERE, protoze —+E =1¢€eZ
8 8 8 8
Vyklad

A\ ¥
Paxy

Mezi dulezité binarni relace R v mnozin¢ A patti relace ekvivalence a relace uspoiradani.

Relace ekvivalence spliuje podminky:

Pl:  Vxe A:xRx reflexivnost,
P2: VX, yeA:XRy = yRx symetrie,
P3: VX V,Z € A: (XRy AnYRz) = xRz tranzitivnost.

Relace uspoiadani spliuje podminky P1, P3 a podminky:

P4: VX, ye A:(XRy AyRX) =>x=y antisymetrie,
P5: VX, ye A:XRyvyRx srovnatelnost.
Resené dlohy

Priklad  Zakladnim piikladem relace ekvivalence je relace Ry, definovana pro kazdé
m e N v mnoziné Z (N, Z jsou po fadé mnoZziny prirozenych a celych ¢isel) tak, Ze pro
kazdé x,y € Z plati XxRny praveé tehdy, kdyZ délenim ¢islem m davaji ¢isla x, y tyz
zbytek.
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Vyklad

Zakladnim ptikladem relace usporadani v mnozin¢ realnych cisel je usporadani <
redlnych cisel definované tak, Ze pro kazdé x, y € R (mnoZzina realnych ¢isel) plati x <y

prave tehdy, kdyz ¢islo y - X je nezaporné.
Znazornéni relaci

Relaci R < A x B znazoriujeme obdobné¢ jako kartézsky soucin A x B, kde A, B jsou

podmnoziny realnych ¢isel, tedy v kartézské soustave souradnic v roving (O, +X, +y).

Poznamka

V tomto pripade 7ikame, Ze jsme relaci R znazornili pomoci kartézského grafu. Casto vsak

znazornujeme relaci R pomoci tzv. Sachovnicového grafu nebo uzlového grafu.

Pl
(V5]

eSené ulohy

Priklad Binarni relaci {(x,y) € R?: x + 2y - 4 = 0} Ize znazornit grafem piimky

X+ 2y -4=0vroviné (O, +x, +y).

Priklad Polorovina znazornéna na obr. 3 je grafem binarni relace

{(x,y) e R?*: x+2y-4>0}
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/ +y

0.2)

Obr. 3

Vyklad

Zobrazenim mnoziny A do mnoziny B nazyvame relaci F — A x B, pro kterou plati

F={(x,y) e AxB:VxeA3dlyeB:(XYy) € F}
Relace F tedy ptifazuje kazdému prvku x e A pravé jeden prvek y e B tak, Ze (x,y) € F.

Zobrazeni F zapisujeme F : A — B. MnozZinu A nazyvame defini¢nim oborem zobrazeni
F. Prvek y € B zna¢ime casto F(X) a nazyvame jej obrazem vzoru x € A v zobrazeni F,
zapisujeme X — F(x).

Rovnost dvou zobrazeni F, G, F = G plati prave tehdy, kdyz F i G maji stejny defini¢ni
obor A a F(x) = G(x) pro kazdé x € A.

Resené dlohy

. . 11 y — .
Priklad Posloupnost ¢isel 1, g i muzeme chapat jako zobrazeni F: N - R,

N

1
X —> —, tedy
X

1, .1
F = {(1, D.(2,).33) }
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Vyklad

Zobrazenim mnoziny A na mnozinu B nazyvame zobrazeni F — A x B, pro které plati

F={(x,y) e AxB:VyeB3adxeA:(xYy)eF}

tedy kazdé y € B je obrazem n¢kterého x € A.

ReSené Glohy

Priklad Rozdéleni vyroka na pravdivé a nepravdivé je zobrazeni F mnoziny vSech

vyroka na mnozinu {0, 1}.

Vyklad

Prostym zobrazenim nazyvame zobrazeni F mnozZiny A do mnoZiny B, pro které plati:

F={(X1, Y1), (X2, Y2) € Ax B Y (X1, Y1), (X2, Y2) € F: X1 # Xo = Y1 # Y}, tedy kazdy obraz

y € B ma nejvyse jeden vzor x € A.

Poznamky

1. Prosté zobrazeni mnoZiny A na mnoZinu B se nazyva vzajemné jednozna¢né zobrazeni.

2. Rikame, ze mnozina A je ekvivalentni s mnoZzinou B, pravé kdyz existuje vzajemné

jednoznacné zobrazeni mnoZiny A na mnoZinu B, popripadé jsou-li obe mnoZiny A, B prazdné,

zapisujeme A ~B.
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A\ ¥
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Resené dlohy

Priklad Zobrazeni F: R — R, x — X, které zapisujeme ve tvaru y = X3 x e R, je

vzajemné jednoznacné, protoze ke kazdému y € R existuje jediny vzor §/§ eR.
vyklad

Operaci (piesnéji binarni operaci) na mnoZiné A nazyvame zobrazeni F: A x A —» A.

Takové operace piifazuje kazdé uspoiadané dvojici (x, y) € A? jednoznaené prvek

z =F(X,Y).
Prikladem operace je scitani (respektive nasobeni) piirozenych, celych, racionalnich nebo

redlnych &isel.

Kontrolni otazky

1. MnoZinou rozumime souhrn (soubor apod.) prvki, které:
a) nemaji Zadnou spole¢nou vlastnost,
b) nemusi mit spole¢nou vlastnost,
c) maji tzv. charakteristickou vlastnost prvka dané mnoZiny.
2. Tvrzeni: ,Jestlize kazdy prvek mnoziny A je prvkem mnoZiny B definuje:
a) AcB, b)AvB, c¢)AAB
3. Diagramy znézornujici vztahy mezi mnoZinami a operacemi mezi nimi se nazyvaji
a) Leninovy, b) Klemovy, c¢) Vennovy.

4. MnoZinu M ={x:(x € A) A (x ¢ B)} nazveme:

a) pranikem mnozin A, B,
b) doplinkem mnoziny A v mnoziné B,

c) rozdilem mnozin A, B.

g "

s/
Pan




N
LN

Matematika I, Cast | Mnoziny

5. Je-li alespon jedna z mnoZin A, B prazdna, potom pro kartézsky souc¢in AxB mnoZzin
A, B plati:
a) AxB=BxA, b)AxB=A? ) AxB=0.

6. Plati-li pro kazdou mnoZinu R a libovolné neprdzdné mnoziny A, B vztah R < Ax B,
nazveme mnozinu R:
a) distanc¢ni relaci, b) disjunktni mnozinou, c) binarni relaci.

7. Je scitani prirozenych ¢isel bindrni operaci na mnoziné N?

a)ano, b)ne.

Odpovédi na kontrolni otazky

1.¢),2.a),3.¢),4.¢),5.¢),6.¢),7.a).
Ulohy k samostatnému feseni

1. Utvoite vSechny podmnoziny mnoziny M = {3, -4, 5}.

2. Stanovte, kolik podmnozin ma mnozina A = {O, 1, 2, 3}, zobecnéte pro piipad, kdy
mnoZina A méa n prvku.

3. Jsou dany mnoziny A= {1,2,4,7,11,16}, B= {1,3,7,13},C= {1, 6, 11, 19}. Urcete
a)AuB,b)BUC,c)AuBUC,dAnBe) ANC,f)AnBNC,g)A-B.

4. UvaZte, zda a) mnoZina uhla v trojdhelniku je podmnoZinou mnoZiny trojuhelnika,
b) mnozina prvocisel je podmnozinou mnoziny lichych ¢isel, ¢) mnoZina lichych ¢isel je
podmnoZinou mnoZiny prvocisel, d) mnoZina rovnostrannych trojuhelnika je
podmnoZinou mnoZiny rovnoramennych trojuhelnika.

5. Je mozné, aby n¢kdy platiloa) A-B=A, b)A-B=gJ?

6. Urcete prvky mnozin A, B, C, které jsou definovany ve tvaru A = {x € R : x* - 1 = 0},

B={xeR:(x-1?=0}, C={xe R:x*- 2x*-x =-2}.
7. Najdéte mnozinu, kterou tvoti vSechna feSeni rovnice a) cos (gx) =0, b) sinntx=0.

8. Zéakladni mnozina je Z = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 84 a mnoziny A = {1, 3, 5, 7},
B={2,4,6,8}C={3,4,7,8} Urcetea) AUB’, b)A'nB, ¢c)B'nC.

E.r a ”
* *
i’ ,i

b =

e

N
AR




Matematika I, Cast | Mnoziny

9. Uzitim Vennovych diagrama rozhodnéte, zda pro libovolné podmnoziny dané zakladni
mnoziny Z plati: a) AnB)YuB=AUB, b)AuB=(AuUB), ¢c)Cn(AnB)=
=(A nC)n(C'nB).

10. Ve 3kole byla sestavena statistika zajmové ¢innosti Zaka v télesné vychové. Ve skuping
oznacene L (lehka atletika) je 34 zakda, ve skupingé P (plavani) je 32 zaku a ve skupiné O
(odbijend) je 25 Zaka. 9 Zaka je v lehkoatletické i plavecké skuping, 5 Zaki je ¢innych
v lehké atletice a v odbijené, 7 Z&ku je ve skupin¢ odbijené a plavani, 2 Z&ci jsou ve vSech
tiech skupinach a 34 Zakua se nelcastni zajmové télovychovné ¢innosti. Nakreslete
Vennuv diagram podle uvedenych Gdaju a urcete celkovy pocet Zaka ve Skole.

11.Jsou dany mnoziny P = {1, 2, 3} a Q = {a, b}. Utvoite kartézské souc¢iny a) P x Q,
b)QxP, c)PxP, d)QxQ.

12.Necht A={-1, 2,5, 7}, B = {0, 2}, urcete A x B.

13.V roving (O, +x, +y) zakreslete kartézsky sou¢in A x B, jestlize A={x e R:0< x <5},
B={xeR:-2<x<3}.

14.Je dana mnozina A = {2, -1, 0, 1, 2}, vycétem prvka zapiSte binarni relaci
B={(x,y) e AxA, x>y}

15. V roving (O, +x, +y) zakreslete binarni relace: a) A = {(x, y) € R? : x < y},

BYB={(x,y) e R® : x*+y*<1}, c)P={(x,y) e R?*: 0< xy<1}

16.Necht M = {1, 2, 3, 4}. Rozhodnéte, které z nasledujicich mnozin definuji zobrazeni
mnoziny M do R : M; = {(3, 3), (1, 8), (4, 3), (2, 3)}, M2 = {(1, 5), (4, n0), (1, 8), (2, 4)},
Ms={(2,3), (1, 3), (3,5), (5, N} M4 ={(3, 4), (2, -2), (1, n), (4, 0)}.

17.Rozhodnéte, zda dana zobrazeni F: A — B jsou napt. zobrazeni do mnoZiny B, na
mnoZzinu B, zobrazeni prosta, zobrazeni vzajemn¢ jednoznacna: a) F(x) je obec, v niz ma x
trvalé bydlisté, A je mnozina viech obyvatel CR, B mnoZina viech obci v CR, b) F(x) je
pocet obyvatel statu x, A je mnoZina v3ech statt, B je mnoZina vSech piirozenych ¢isel,

c) F(x) je manzelka muZze X, A je mnoZina vSech Zenatych muza, B mnoZina vSech
provdanych Zen.

18. Kazdy, kdo v Satn¢ odevzda plast, dostane listek s uréitym cislem. PopiSte tuto situaci
jako zobrazeni mnoZiny do mnoZiny a vysvétlete, ve kterém piipadé by Slo o vzajemné

jednoznac¢né zobrazeni mnoZiny na mnoZzinu.
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Vysledky tloh k samostatnému reSeni

1. Prazdna mnozina &, tfi podmnoziny o jednom prvku, tii podmnoZziny o dvou prvcich,
dand mnozina M.
2. 16; 2",

3. a){1,2,3,4,7,11,13, 16}, b){1,3,6,7,11, 13,19}, c){1,2,3,4,6,7,11, 13, 16,
19}, d) {1, 7}, e) {1, 11}, ©) {1}, 9) {2, 4, 11, 16}.

4. a) Ne, b) ne, c)ne, d)ano.

5. a)Ano,je-liANnB=gdvB=d, b)ano,je-li AcB.

6. A={1,1}, B={1}, C={-1,1,2}.

7. a) VSechna licha celd ¢isla, b) vSechna cela ¢isla.

8. a){1,3,5, 7} b){2,4,6,8} c){3 7}.

9. Plati a), c).

10. 106.

11.PxQ={(1,a),(2,a),(3,a),(1b),(2Db), (3 b} QxP={( 1), 2),(a3), (b, 1),
(b, 2), (b,3)}, PxP={(1,1),(1,2),(13),(21),(22),(23),(3,1),(32), (3,3}
QxQ={(a a), (ab), (b a), (b, b)}.

12.{(-1, 0), (-1, 2), (2, 0), (2, 2), (5, 0), (5, 2), (7, 0), (7, 2)}.

13. Obdélnik, dvé jeho strany do mnoZiny A x B nepatii.

14.B ={(-1, -2), (0, -1), (0, -2), (1, 0), (1, -1), (1, -2), (2, 1), (2, 0), (2, -1), (2, 2)}.

15. a) Dolni polorovina omezena ptimkou y = X, jeZz do mnoZziny nepatti, b) vnitrek kruhu,
C) ¢ast roviny mezi osami soutadnic a vétvemi hyperboly xy = 1.

16. M1 a M.

17.a) Zobrazeni na mnoZinu, b) pravdépodobné prosté, c) vzajemné jednoznacné ve
spole¢nosti, v niZ je uzakonéna monogamie.

18. Oznaéme A mnozinu plastu, B mnoZinu listka s ¢isly. V ptipadé, kdy Satna neni pIné
obsazena, jde o zobrazeni mnoziny A do mnoziny B, v némz kazdému vzoru a je pfifazen
pravé jeden obraz b. Je-li Satna pIné obsazena, jde o vzajemn¢ jednoznacné zobrazeni

mnoZziny A na mnoZzinu B.
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Kontrolni test

1. Urgete, ktera z odpovédi obsahuje vdechny podmnoziny mnoziny A ={1,4}.
a) J, b),{1},{4}.{14}, c) T {14}
2. Stanovte, kolik podmnoZin ma mnoZina: A ={2,4,16,64}.

a) 2%, b) 2% «¢)5.
3. Najdéte mnoZzinu, kterou tvoii vSechna reSeni rovnice cos (%x] =0:

a) vSechna licha cela ¢isla,
b) vSechna realna ¢isla,
c) vechna cela ¢isla.

4. Urcete AUB/, je-li A={1,357}, B={2,4,6,8}, kde zdkladni mnoZina je
Z={1,2,3,4,5,6,7,8].
a) {1357}, b){2468, ¢ {1357

5.V roving (0,+x,+y) zakreslete binarni relaci A ={(x,y) e R®:x* +y* < 4|

a) vnitiek kruhu,
b) vnitiek elipsy,
C) nelze zobrazit.
6. Rozhodnéte uzitim Vennovych diagramti, zda pro libovolné podmnoZiny dané zékladni
mnoZiny Z plati: (ANB)UB=AUB.

a)ano, b)ne, c) nelze rozhodnout.

Vysledky testu

1.b),2.a),3.a),4.a),5.a),6.a)

Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné ve 4 pripadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném piipadé je tieba prostudovat kapitolu 1.2. znovu.
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1.3.

Ciselné mnoziny

Cile

Cilem kapitoly je seznameni ¢tenaie s axiomy ¢iselnych obora a jejich podmnoZzin

(intervalt) a zavedeni novych pojmu, které nejsou néplni stiedoSkolskych osnov.

Privodce studiem

Vyvoj matematiky Ize ilustrovat na vyvoji pojmu ¢isla. Nejdiive vznikla v jazycich slova

jede

n, dva, mnoho a postupné vznikla slova oznacujici vlastnost skupin predméta stejného

poctu, dalsi ¢islovky. Déle byly zavedeny razné druhy znaku pro pfirozena ¢isla. VétSina z

nich

se vSak piestala uzivat a dnes uzivame pro pocitani vyhradné arabské ¢islice. Studium

zakonitosti pocitani s prirozenymi ¢isly bylo umoznéno az dalsi abstrakci, oznacenim

libovolného ¢isla pismenem.

Vyklad

Vlastni pojem prirozeného ¢isla zavadime pomoci tzv. Peanovych axiomi. MnoZina N,

ve které ke kazdému prvku x e N ptitadime prvek x'(x'= x + 1), tzv. nasledovnik prvku x,

tak,

(P1)
(P2)
(P3)
(P4)

(P5)

Ze plati nésledujici (Peanovy) axiémy, se nazyva mnoZzina pifirozenych ¢isel.

1eN,

Vvx e N 3 prave jeden nasledovnik y = x’,

1 neni nasledovnikem Zadného prvku x € N,

Vvx € N 3 nejvyse jedno y e N tak, Ze plati x = y'(razné prvky mnoziny N maji razné
nasledovniky),

pro kazdou mnozinu M s vlastnostmi

1) 1leM,

(2) vVxeMijei X € M,

plati N < M (princip matematické indukce).
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Dalsi vyvoj v mysleni lidi si vynutil vznik cisel celych a racionélnich. ProtoZe napf.
rovnice x> = 3 nema v mnoZin& racionalnich &isel fedeni, pokracoval vyvoj pojmu &isla
zavedenim &isel realnych. Reseni napf. rovnice x* = -1 si vynutilo vznik &isel komplexnich.
Existuji dalSi ciselné mnoziny, které vSak nachéazeji pouZiti jen ve specialnich partiich
matematiky, a proto se jimi nebudeme zabyvat. Nyni nadefinujeme ¢iselné mnoZziny pomoci

neékterych jejich znamych vlastnosti, které budeme v definici povazovat za axiomy.
Neprazdnd mnozZina R, na které jsou definovany operace + a . , tj. zobrazeni

Rx R->R, (X,y) > Xx+Vy, (X ¥Y) = Xy, arelace usporadani <, které spliuji nasledujici

skupiny axiomii, se nazyva mnozina reélnych ¢éisel.

A. Axiomy pro séitani

(Al) VXx,yeR: x+y=y+X komutativni zakon,

(A2) VX, yeR: (x+y)+z=x+(y+2 asociativni zakon,

(A3) YxeR3I0eR: x+0=x existence nuly,

(Ad) VxeR3IyeR:x+y=0 existence opacného cisla.

B. Axiomy pro nasobeni

(Bl) VX, yeR: xy=yx komutativni zakon,

(B2) VX, vy,zeR: (xy)z =x(yz) asociativni zakon,

(B3) ¥vxeR3I1leR-{0}:x1=x existence jednicky,

(B4) vVxeR-{0}3dyeR:xy=1 existence prevraceného cisla,
(B5) VX Vy,zeR: (X+y)z=xz+yz distributivni zakon.

C. Axiémy usporadani

(Cl) vVXx,yeR:(x<yvy<Xx) srovnatelnost,

(C2) VX, yeR:(XSyAy<x)=x=Yy) antisymetrie,

(C3) WX, y,ze R:(x<yAy<z)=x<2) tranzitivnost,

(C4) VX Vy,zeR:(X<y=>x+z<y+2) monotonie pro scitani,

(C5) VX, yeR:(0<xA0<y)=0<xy).
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D. Cantoriv-Dedekindiiv axiom (axiom o vlioZenych Usec¢kach)
Pro kazdé dveé posloupnosti {x,}, {yn} ¢isel z R, tj. zobrazeni N - R, n — X, a zobrazeni
N - R, n— vy, svlastnosti Vn € N je x, <y, sestrojime mnoziny

h={XeR:X,<x<yp} JestlizevVvne N:lpgyc I, pakdye RVvneN:yel,.

Poznamka
Geometrickd interpretace tohoto axiomu ukazuje, Ze pro kazdou posloupnost uzavienych
Usecek, ve které je kazda Usecka césti predchazejici Usecky, existuje alesposi jeden bod

spolecny vSem useckam.

Vyklad

Zvolime-li 1 € R jako jedni¢cku mnoziny ptirozenych ¢isel a definujeme x' = x + 1, d& se
ukazat, Ze existuje podmnozina v R spliujici Peanovy axiomy piirozenych cisel a tedy
N={1,1+1=2,2+1 =3, ... } c R. Déle, da se ukazat, Ze ke kazdému x € R existuje pravé
jedno ¢islo -x € R, tj. x + (-x) = 0. Mnozinu Z={0fu {Xxe R:x e Nv -x e N} =
={0,+1,+2, +3,..}c R nazyvame mnozinou celych ¢isel. MnoZinuQ={x e R: In e
e NI p e Z:n.x=p} nazyvdme mnozinou ¢isel racionalnich. MnoZina R - Q se nazyva

mnozina ¢isel iracionalnich.

Znazornéni racionalnich ¢isel na ¢iselné ose

Racionélni ¢isla znadzornujeme na piimce, zvané ¢iselnd osa. Obvykle ji volime
vodorovnou, popt. svislou. Nejprve na ni zvolime n¢ktery bod za tzv. pocatek, oznacime jej
pismenem O (prvni pismeno latinského slova origo = poc¢atek) a priradime mu ¢islo 0. Danou
pitimku pak orientujeme, tj. zvolime urcité poradi jejich bodu, a to u ptimky vodorovné
obvykle zleva doprava, kdeZto u ptimky svislé zdola nahoru. Orientaci ¢iselné osy znacime
Sipkou. Poc¢atkem O se orientovana ¢iselna osa rozdéli na dveé ¢asti, kladnou a zapornou. Pak
zvolime na kladné ¢ésti bod J a Usecku OJ = j stanovime jako jednotkovou, takze bod J ma od

poc¢atku vzdalenost rovnou ¢islu 1. Piitadime mu proto ¢islo 1. Na takto uréené ciselné ose
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muzeme nyni zndzornit libovolné racionélni ¢islo k = + p/q, kde p, g jsou nesoudélna
piirozend cisla. Provedeme to napi. tak, Ze nejdiive urcime g-ty dil jednotkove Usecky a
potom jej naneseme p-krat napravo, popt. nalevo od pocéatku O podle toho, zda ¢islo k je

kladné, popt. zaporne.

Znazornéni iracionalnich é&isel na €iselné ose

To, Ze take kazdé iracionalni (a tedy kazde realné) ¢islo je mozno znazornit na ¢iselné ose,

plyne z Cantorova - Dedekindova axiomu o vloZenych useckéch.

Poznamka

Z vySe uvedeného plyne, Zze kazdému realnému cislu x odpovida (na ciselne ose) prave jeden
bod a obréacené, Ze kazdému bodu na ciselné ose odpovida prave jedno realné cislo x. Proto
budeme casto pouZivat pro realné cislo x také nazev bod a pro mnoZinu R vSech reélnych
cisel nazev (reédlnd) ¢iselnd osa. Déle kazdou podmnozinu mnoZiny R vdech reélnych cisel

budeme nazyvat ¢iselnou mnoZinou.

Vyklad

Obecn¢j§im pojmem neZz mnoZina redlnych ¢isel je mnoZina ¢&isel komplexnich
C = R x Rspolu s operacemi + a . , tj. zobrazeni C x C — C, (z1, 22) > z1 + 2y,
(z1, Z2) > 21 . 75, které je definovano nasledujicim zpusobem. Necht z; = (a;, b)) a

Zr = (az, bz), kde dj, do, bl, b2 eR,z1,2, € C, pak
21+ 2= (al + a,, by + bz) 21. 22 = (8.13.2 - bib,, aib, + azbl).

Je-liz=(a, b) € C, pak a nazyvame realnou ¢asti, b imaginarni ¢asti komplexniho ¢isla z.
V mnoziné komplexnich ¢isel je nula ¢islo (0, 0) a jednicka ¢islo (1, 0). Proz=(a, b) € C je

opacné ¢islo -z = (-a, -b) a pro z # (0, 0) je ptevracené ¢islo

g "




Matematika I, ¢ast | Ciselné mnoziny

Zavedeme-li oznageni (a, 0) = a, (0, 1) =i, pak i*= (0, 1)(0, 1) = (-1, 0) = -1, i®=

=i%i=(-1,0)0,1)=(0,-1) =-i a i*=1ii=(0,-1)(0, 1) = (1, 0) = 1. Matematickou indukci

Ize pro n e N dokézat, 7e i*"=1, i*™ =i, i*™?=-1, i*"3 =1

Nyni snadno dostaneme ¢asto pouZivany tvar komplexniho ¢isla
(a,b) = (a,0)+(0,b) = (a,0) + (0,1)(b,0) = a+ib,

se kterym muZeme pocitat jako s algebraickym vyrazem.

Poznamka

Mezi definovanymi mnozinami cisel je vztah, ktery muizeme zapsat ve tvaru
NcZcQcRcC.

Navic pro mnoZinu N plati axiomy Al, A2, B1, B2, B3, B5, C. Pro mnozinu Z plati axiomy A,
B1, B2, B3, B5, C, pro mnoZinu Q axiomy A, B, C a pro mnozinu C axiomy A, B.

Vyklad

Intervaly a okoli boda

Mezi nejdalezitejSi ciselné mnoziny patii intervaly a okoli bodu. Intervaly rozeznavame

ohrani¢ené a neohrani¢ené.

Definice ohraniéenych intervald

Necht’ a, b jsou libovolna realna ¢isla, pricemz je a < b. Pak

1. uzavieny interval (a, b) zna¢i vSechna ¢isla x € R, pro ktera plati a<x<h,
2. otevieny interval (a, b) znaci vSechna ¢isla x € R, pro ktera plati a<x<b,
3. polouzavieny interval (a, b) znaci vSechna ¢isla x € R, pro ktera plati as<x<b,
4. polootevieny interval (a, b) znac¢i vSechna ¢isla x € R, pro ktera plati a<x<bh.

Pritom kladné ¢islo b - a se nazyva délka intervalu.
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Interval (a, b) se nazyvd uzavieny zleva a otevieny zprava. Podobné interval (a, b)

nazyvame otevi‘enym zleva a uzavi‘enym zprava.

Definice neohraniéenych intervali

Pro kazdé realné gislo a interval tvaru

1. ( a, +oo) znaci vSechna ¢isla x € R, pro ktera plati X>a,
2. (a, +o0) znaci vSechna ¢isla x € R, pro ktera plati X > a,
3. (- o, a) znaci vdechna ¢isla X € R, pro ktera plati X<a,
4. (- o, @) znaci vSechna ¢isla x € R, pro ktera plati X < 4,

5. (- o0, + o0) znaci mnozinu R vSech reélnych ¢isel.

Poznamka

Zv1&stnimi pripady intervali jsou okoli bodzi. Definujeme je takto:
JestliZe a je libovolné realné cislo a & >0 je reélne cislo, nazyvame

1. levym okolim bodu a kazdy interval tvaru (a - 6, a); znacime je U(a-),

2. pravym okolim bodu a kazdy interval (a, a + 9), znacime je U(a+);

3. okolim bodu a kazdy interval tvaru (a - 8, a + 8), znacime je strucne téz U(a, o), popr-
pouze U(a),

4. nelplnym okolim bodu a sjednoceni (a - 6, a) L (a, a + ), tj. okoli U(a; o) s vyloucenim

bodu a; struché je znacime U (a; 9), popr. pouze U (a).

Vyklad

Absolutni hodnota realného &isla

Absolutni hodnotou ¢isla x € R rozumime nezaporné ¢islo, které znacime | x | a které
definujeme vztahy:
a) |x|= x pro x>0,

b) |[x|=-x pro x<0.
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Poznamka

Klademe vx? = | x| .

Absolutni hodnota reélného cisla ma nésledujici vlastnosti:
jsou-li a, b, a3, ay, ..., a, realna cisla, pak
1 lal=]-al,
2. #a<]|al,
3. |ab| =la]|.|b],
4. |aaz...an|=]ai|.laz|.....|an],
5 lal|-|b| <Jazb|<|al+][b],
n

6. > ay

k=1

< n
< a |,
2 [ay

7 |a
b

a
= |—| pro b =0.
‘b‘p

Vyklad

Supremum a infimum mnoziny

Neprazdna ¢iselna mnozina M se nazyva:
1. ohranié¢end shora, existuje-li takové ¢islo h € R, zvané horni zavora mnoziny M, Ze pro
VxeMjex<h,
2. ohrani¢end zdola, existuje-li takové ¢islo d € R, zvané dolni zavora mnoZiny M, Ze pro
VxeMijex=>d,
3. ohrani¢end, je-li ohranicena shora i zdola,

4. neohranic¢ena, neni-li ohranicena shora nebo zdola. Misto ohrani¢ena se také pouziva
nézvu omezena.
Nejveétsi, resp. nejmensi ¢islo mnoZiny M se nazyva maximum, resp. minimum mnoziny

M, oznacujeme max M, resp. min M.

Ef o "
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Definujeme nyni supremum a infimum mnoZziny M.

1. Méa-li neprazdna ¢iselna mnozina M nejmensi horni zavoru h, pak se ¢islo h nazyva
supremum mnoziny M a znaci se sup M.

2. Mé-li neprézdna ciselna mnozina M nejvétsi dolni zavoru d, pak se ¢islo d nazyva

infimum mnoziny M a znaci se inf M.

1. Supremum ¢iselné mnoziny M ma tyto dvé vlastnosti:

a) Pro kazde ¢islo x € M plati x < sup M,

b) v kazdém levém okoli suprema lezi aspon jedno ¢islo X € M.
2. Infimum ¢iselné mnoZiny M ma tyto dvé vlastnosti:

a) Pro kazdé c¢islo x € M plati x > inf M,

b) v kazdém pravém okoli infima leZi alespon jedno ¢islo x € M.

Poznamka

| kdy?Z c¢iselna mnoZina M méa supremum (pop7. infimum), nemusi ¢islo h = sup M (popr-. cislo

d = inf M) do mnoZiny M patrit.

Ma-li vSak ciselnd mnoZina M maximalni prvek, pak nutné existuje sup M a plati

sup M = max M.

Podobné, ma-li c¢iselna mnozina M minimalni prvek, pak nutné existuje inf M a plati
inf M = min M.

Je nasnade, ze sup M (popr-. inf M) mauze existovat, aniz existuje max M (pop7. min M).

Vyklad
D4 se doké&zat nasledujici tvrzeni:

1. Kazda nepréazdné ¢iselnd mnozina M ohrani¢ena shora ma supremum,

2. kazda neprazdna ¢iselnd mnozina M ohrani¢ena zdola ma infimum.

Ef o "
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A\ ¥
Paxy

N Y
ReSené ulohy = )
” ~
[ ]
Piiklad 1. Interval (0, «) je mnoZina ohrani¢ena zdola, ma infimum inf (0, «) = 0, nema
- . .. 11 . . N
minimum, supremum a maximum. Mnozina M = <1, 213" je mnoZina ohrani¢ena
shora i zdola, inf M =0, min M neexistuje, sup M =max M = 1.
Kontrolni otazky ‘)
.

1. Ktery ze vztaha plati pro mnoziny Z celych a R racionalnich ¢isel:
a) Z=R, b)ZcR, c¢)RcZ

2. Existuji cela ¢isla, ktera jsou nekladna i nezaporna, ktera to jsou:
a) véechna, b) neexistuji, c¢) ano, 0.

3. Kaolik raznych raciondlnich ¢isel je zapsano: %; 2%; 2,25; %; %; :—:73;; 2+%:
a0, Db)l, c¢)2

4. Pro ktery interval plati VxeR:a<x<b:
a) polootevieny (a,b >, b)uzavieny <a,b>, c) polozavieny <a,b).

5. Patii vztah |ab|=a|-|b|-cos¢ mezi vlastnostmi absolutni hodnoty reélnych &isel a, b:

a) ano, b)ne, c)ano, je-li (p=%.

6. Pro infimum ¢iselné mnoziny M plati jedna z vlastnosti:
a) VxeM plati x>inf M, b) Vxe M plati x<inf M, c) Ix e M, tak, Ze plati

x <inf M.

Odpovédi na kontrolni otazky ﬂg—’l

1.b), 2. ¢), 3.b), 4. ¢), 5. b), 6. ).

g )
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Ulohy k samostatnému feseni

1. Zjistéte, zda je mozné, aby soucin dvou realnych cisel byl a) vétsi, b) mensi nez jakykoliv
jeho ¢initel. Kdy to nastane ?

2. Zjistéte, zda je mozné, aby soucet dvou ¢isel byl mensi nez a) néktery, b) kazdy jeho
s¢itanec. Kdy to nastane ?

3. Kterym realnym cislam vyhovuji nasledujici vyrazy ? ZapiSte pomoci intervali!

a) /i b){x-2 + 5-x, C)4—3x2'

4. Najdéte maximum, minimum, supremum, infimum mnoZin (pokud existuji):
a) (0, 1),
b) <0, 1>,

c) mnoZzina vsech zapornych ¢isel.

5. Najdéte maximum, minimum, supremum, infimum mnoziny M, jejiz prvky tvoii ¢isla

n+ 2
n+1

+q

X
6. Vypoctéte >

tvaru

, h e N.

7. Je-lia)|a| <2,|b| <4, b)-2<a<5,|b| <1, coplatiproja +b|?
8. Najdete podminku vyjadienou pomoci absolutni hodnoty, kterou splnuji ¢isla x, je-li jejich
vzdalenost
a) od 0 mensi nez 5,
b) od 0 rovna 3,
c) od -2 mensi nebo rovna 3.
9. Reste rovnice (vyuZijte vlastnosti absolutni hodnoty reélného &isla):
a) [(x - 2)(x - 4)| = (x - 2)(x - 4),

|3—x| ~3-X

b) Ix-2|  x-2

10. Reste nerovnice:
a) [2x - 8] < 3x - 12,
b) [x + 3| < |x - 5|.

% )
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Vysledky tloh k samostatnému reSeni

1. a)a>1,b>1 nebo a<0,b<0,
b)a>0,b<1 neboa<0,b>1.
2. a) Je-li néktery sc¢itanec zaporny,
b) jsou-li oba s¢itance zaporne.
3. a1, o, b)<2,5> c)(x-2)U(-22) U (2 ).

4. a) neexistuje, neexistuje, 1,0, b)1,0,1,0, c) neexistuje, neexistuje, 0, neexistuje.

5. max M =sup M = g min M neexistuje, inf M =1.

6. x=20:x, x<0:0.

7. a)la+b| <6, b) |a + b| <6.

8. a)|x|<5, b) | x|=3, c)|x+2]<3.
9. a)xe (-0 2>U<4, o), b)x e (2,3>.

10.a) X € (4, »0), b) x € (-0; 1 >.

Kontrolni test

1. Urc¢ete maximalni ciferny soucet trojciferného ¢isla:
a) 999, b) 27, c) 1000.

y - x-1 e
2. Urcete, pro ktera realna cisla x ma interval < — 3> neprazdny pranik s intervalem

(-0, X+ 2):

a) Xxe(-57> b) xe(-5»), c¢)XxXe(—w07>.

3. ZapiSte pomoci intervali mnoZinu reélnych ¢isel, kterd vyhovuji vyrazu:

V:,/i+ 3—x+§:
X-2 6

a) (2,0), b) (2,3), c) (2,3>.
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. .. n+2
4. Urcete, zda existuje minimum mnoziny M ={ i 1 ‘ne N}:
n+

a) existuje, b) neexistuje, c) nelze urcit.

5. Najdéte podminku vyjadienou pomoci absolutni hodnoty, kterou spliuji ¢isla x, je-li jejich
vzdalenost od —2 mensi nebo rovno 3:
a) [x+2|<3, b)|x-2|<3, ¢)[x-3<2.

6. Reste rovnici: [x +1] +3|x -1 = 2|x| + 3- x.

a) X, =-1 xzzé,x3:§, b) nema feseni, c) x, =-1, Xzz—%,x3=§.

7. Redte nerovnici: |x +2|+3|x -1 - 2|x -3 > 0.

5 7 57
a) X € (—o,—=)uU(—=,+0), b)nemaieSeni, c) Xe<——,—>.
) Xe( 2) (6 ), b) ) Xe >'G
Vysledky testu

1.b),2.a),3.¢),4.b),5.a),6.3), 7.2).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné ve 4 piipadech, pokracujte dalSi kapitolou.

V opac¢ném ptipad¢ je tieba prostudovat kapitolu 1.3. znovu.
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2. LINEARNI ALGEBRA

Privodce studiem

Mnoho dulezitych Uloh v matematice vyZaduje znalost feSeni soustav lineérnich
rovnic. Okolo 75 procent vSech matematickych probléma ve védeckych nebo pramyslovych
aplikacich vede k jejich #eSeni na riznych Urovnich. Linearni systémy se objevuji v oblastech
jako je obchod, ekonomika, sociologie, ekologie, demografie, genetika, elektronika, fyzika a
inZenyrstvi v raznych technickych oblastech. Pro studenty vSech technickych obori je proto
dulezité sezndmit se s témi z&kladnimi matematickymi pojmy a jejich vlastnostmi, které

umoznuji pochopit eSeni soustav linedrnich rovnic.

2.1. Vektorove prostory

@ Cile

Cilem této ¢asti textu je sezndmit ctenéie zejména s pojmem vektorového prostoru, ktery

se jiZ intuitivné pouZzival pfi studiu stredoSkolské matematiky.

E——” Vyklad

V mnoha riznych oblastech matematiky se pouziva operace s¢itani spolu s operaci
nasobeni skalarem. Matematické systémy takového typu se nazyvaji vektorové prostory nebo
linearni prostory. Pied definici vektorového prostoru uvedeme piiklady.

SO ResSené Glohy
’ ~

Priklad MnoZzina vSech orientovanych Usecek v roviné s po¢atecnim bodem O
vzhledem ke s¢itani orientovanych Usecek a jejich nasobeni realnymi ¢isly je vektorovy

prostor.

% K
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Priklad Mnozina R" = {(X1,.., %)) : Xi € R, kdei = 1,...,n;n e N}, vnizZ jsou

operace definovany vztahy

(X1, X2, oy Xn) + (Y1, Y2, - \Yn) = (X + Y1, X2 Y2, oo, Xn + V),

K(X1, X2, ... , Xn) = (KX1, KXo, ..., kXp), k € R,

je vektorovy prostor, jehoZ prvky, vektory, jsou uspoiadané n-tice realnych ¢isel

(X1, «ov y Xp).

Vyklad

Oba priklady ukazuji nejbézn¢jSi typy vektorovych prostorta. Prvni z nich je
geometricky model vektorového prostoru, druhy z nich nazyvame obvykle aritmeticky

vektorovy prostor.

Definice 2.1.1.

MnoZinu V spolu s operacemi +:VxV >V a .:RxV -V,
tedy uspoiadanou trojici (V, +, .) nazveme vektorovym prostorem, jsou-li spinény

nasledujici axiomy:

V91x +y =y + x prokazdé x,ye V,

V2.(Xx +y) + z =x+(y + z) prokazdé x,y,z eV,

V3. existuje prvek 0 € V tak, Ze x + 0 =x plati pro kazdé x € V,
V4. pro kazdé x € V existuje prvek -x € V tak, ze x+(-x) = o,
V5.a.(Xx +y) =ax + ay prokazdé x,ye Va a € R,

V6.(a+b).x = a.x+b.x prokazde xe V a a,b € R,

V7.(ab).x = a.(b.x) prokazdé xe V a a,b € R,

V8.1.x = x prokazdé x e V.

% i




Matematika I, ¢ast | Vektorové prostory
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Poznamka

1. Prvky z V se nazyvaji vektory, realna cisla se nazyvaji skalary. Mnozina skalar
muiZe byt obecné jind, neZ je mnoZina realnych cisel, musi viak tvorit algebraickou strukturu
zvanou komutativni téleso, v niZ sc¢itani a nasobeni splziuji stejné axiomy jako scitani a

nasobeni v mnoZine realnych cisel.
2. Scitaniv mnozinach V a R splriuje tytéZz axiomy, a proto v nich nebudeme oznaceni

,, + “ rozliSovat. Z podobnych divodi lze stejné jako v mnoZiné R vynechat oznaceni

operace ,, . “ a budeme psat ax misto a. x.

3. Prvek 0 € V, pro ktery plati axiom V3, nazveme nulovy vektor. Prvek -x e V

opachy k prvku x e V, pro ktery plati axiom V4, nazveme opac¢ny vektor k vektoru x.

4. Vektorovy prostor znacime V. = (V, +, . ) nebo jen V. Pismenem V tedy budeme

casto znacit jak mnozinu V, tak mnozinu V spolu s operacemi ,, +“a ,,.“ .

Resené Glohy

Priklad Necht' C < a, b > je mnozina vSech funkci jedné proménné definovanych a
spojitych na uzavieném intervalu < a, b > a necht’ s¢itani funkci a nasobeni funkce

realnym cislem je definovano vztahy

(f+g)(x) = f(x) + g(x),

(kf)(x) = kf(x),

pro vdechna X € <a, b >. Mnozina C <a, b > spolu s operacemi ,,+“a,,."“je
vektorovym prostorem v3ech funkci jedné proménné, definovanych a spojitych v
uzaviFeném intervalu < a, b >. Spojitost funkci f a g implikuje spojitost funkci f+g a

kf. Ctenai si maZe ovéfit, Ze uvedené operace spliuji axiomy V1 - V8 vektorového prostoru.

% °
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Véta 2.1.1. Necht V je vektorovy prostora x € V, pak plati
1. 0.x = o0,
2. z rovnosti X +y = 0 vyplyvay = -x (jednoznacnost existence opacného vektoru),

3. (-1)x = -x.

Dakaz:
1. Z axiomu V6 a V8 vyplyva
X =1x = (1+0)x = 1Ix + Ox = x + Ox.
Uzitim piedchoziho vysledku a axiomu V2 dostaneme
X + X=X+ (X+0x)=(-x +x)+ 0x.
Z platnosti axioma V1, V3 a V4 je

-Xx + x =0, atedy o =0 + Ox = Ox.

2. Piedpokladejme x + y = o. Pak plati
X =-X+0=-xX+(X+Y).
Z piedchoziho vztahu a platnosti axioma V1, V2, V3 a V4 dostaneme

X =(X+X)+ty=0+y=y.

3. Z 1. tvrzenivéty 1. a V6 vyplyva
0=0x=@A+(-1))x = Ix + (-1)x.
Podle V8 je
X+ (-1)x =0
az 2. tvrzeni véty 1. vyplyva

(-1) x =-x.

Ef o ”
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Vyklad

UvaZzujme nyni trojici vektora x = (1,-1,2), v = (-2,3,1) a z = (-1, 3, 8)

z vektorového prostoru R®. Existuji realné ¢isla 3, 2 a -1 tak, Ze
3x + 2y -1z = (3,-3,6) + (-4,6,2) + (1,-3,-8) = (0,0,0) = o.

Pro jinou trojici vektora x = (1,-1,2), y = (-2,3,1) a u = (-1, 3, 7) je viak podobna

rovnice splnéna pouze v pripad¢, Ze vSechna tti realna ¢isla jsou rovna 0, t.].

Ox + 0y + Ou = 0.

Tato skutecnost nas vede k rozliSeni skupin vektoru, z nichZ Ize ziskat nulovy vektor soué¢tem

jejich nenulovych nasobku nebo pouze souétem jejich nulovych nasobka.

Definice 2.1.2.
Vektory vi, Vy, ..., Vn € V nazyvame linearné nezavislé, jestlize rovnice
Civi + CoVo + ... + ChVh =0 (1)

je spInéna pouze v piipadé, Ze skalary cy, ..., ¢, jsou vSechny rovny 0. JestliZe je rovnice (1)
spInéna a alespon jeden ze skalari cy, ..., €y je razny od nuly, fikame, Ze vektory vy, ..., Vp

jsou linearné zavislé.

Al

/
sty

Poznamka

Levou stranu rovnice (1) nazyvame linearni kombinaci vektori vy, ..., vn. V pripadé, Ze

C1, ..., Cn jsou vSechna rovna 0, hovorime o trivialni kombinaci vektorii vy, ... , Vp.

Pl
(V514

eSené ulohy

Priklad  Vektory (1, 1, 1), (1, 1,0) a (1, 0, 0) jsou linearn¢ nezavislé. Najit ¢isla ¢y, ¢, €3
spliujici rovnici
Cl(l, 1, 1) + Cz(l, 1, 0) + C3(1, 0, O) = (C1 + Cyp + C3, C1 + Cop, Cl) = (0, 0, 0)

% 51
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vede k feSeni soustavy
C1+Cy+C3=0,
c1+c =0,
C1 =0,
kterd mé jediné feSeni c; =0, ¢, =0, ¢3 = 0.
Priklad Vektory (1, 2, 4), (2,1, 3) a (4, -1, 1) jsou linearné zavislé. Nalezeni ¢isel ¢y, Ca,
cs splaujicich rovnici

ci(1,2,4) +cx(2,1,3) +c3(4,-1,1) =(c1 + 2c, + 4C3, 2C1 + C2 - €3, 4¢1 + 3C2 + ¢3) = (0, 0, 0)

vede nyni k feSeni soustavy rovnic

c, + 2¢, + 4c, = 0,
2c, + ¢, - ¢ = 0
4c, + 3¢, + ¢, = 0,

ktera ma napiiklad feSeni ¢; =2, ¢, =-3, c3=1. Takovych feSeni je nekonecné mnoho

tvaru ¢ =2t c,=-3t,cz3=t,te R.

Vyklad

Je ziejmé, Ze geometrické interpretace vektorovych prostora R? a R je riizna. Vektory
R? Ize umistit do roviny, vektory R® do prostoru. Rozd&lime nyni vektorové prostory z tohoto

pohledu.

Definice 2.1.3.

Vektorovy prostor V se nazyva n-dimenzionalni nebo také prostor dimenze n (n > 0),
existuje-li ve V' n linearn¢ nezavislych vektort vi, va, ..., v a plati-li, Ze kazdy vektor z V

Ize vyjadtit jako linearni kombinaci vektori vy, ... , Vn.

% i
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Poznamka

Sama mnoZina realnych cisel R je 1-dimenzionalni vektorovy prostor. Rozmysleni
ponechavame ctenari s tim, Ze v prikladu 2 polozi n = 1. Pro uplnost miZzeme definovat
mnozinu { o } jako 0-dimenzion&lni vektorovy prostor. Vektorovy prostor dimenze n budeme

oznacovat V,.

Resené tlohy

Priklad UvaZujme aritmeticky vektorovy prostor R". Oznagime-li
et =(1,0,..,0,e, =(0,1,0,..,0), e, = (0,...,0,1), pak pro kazdé
U =(Ug..,Uy) € R" plati u = =uje; + uxe; + ... + Unen . Je snadno vidét, Ze vektory

€1, €2, ..., €y jsou linearné nezavislé a tedy R" je vektorovy prostor dimenze n .

Vyklad

M¢jme vektorovy prostor V, ve kterém jsou vektory vi, Vo, ..., v, linearné nezavislé.
Predpokladejme, Ze r je maximalni pocet linearn¢ nezavislych vektora. Pro libovolny vektor
u € V jsou pak vektory u, vi, Vo, ..., V; linearné zavislé, t.j. existuje netrivialni kombinace

CUu+cCivi+CVo + ...+ ¢V, = 0, kde ¢c=0. MaZeme psat
U=(-cb) (Covi + CoVa + ... + C\y),

u je linedrni kombinaci vektora v, vy, ..., V. Maximalni pocet lineéarné nezavislych vektora

vektorového prostoru V je tedy roven dimenzi r.

Definice 2.1.4.

KaZdou mnozinu n linearn¢ nezavislych vektora vy, v, ..., Vo € V, nazyvame bazi ve

V, azapisujeme < Vi, Vo, ..., Vp >.

Ef o "
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Resené dlohy

Priklad Vektory ey, e, ..., ey z piikladu 6 této ¢asti jsou bazi aritmetického vektorového

prostoru R".

Vyklad

[y |

17
/|\\

Véta 2.1.2. Necht V, je vektorovy prostor a < vi, Vo, ... , Vn > jeho baze. Vyjadreni

kazdého vektoru u € V, ve tvaru linearni kombinace vektori vy, Vo, ..., Vq je jednoznacné.

Dakaz: Necht
Uu=aVvs + avy +..+ aVy, U= Dbivi + bvp +...+ by,
jsou dveé vyjadreni vektoru u . Po odeéteni dostaneme
0= (g-b)vi + (@ -b)vo+ ... + (an- by)vn,
coz v dusledku linearni nezavislosti vektort vy, vy, ..., Vn znamend, Ze pro viechna

i=1,..,n plati a-bj =0, tj. & = b;.

Poznamka

Rikame, 7e kazda baze < vi, Vo, ... , Vo > vektorového prostoru V, urcuje soustavu

souiadnic. Zobrazeni V, — R", u — (U, Uy, ..., Uy ), definované vztahem
U = uivy + Uy + ...+ UpVp,

urcuje sourfadnice us, Uy, ..., Up Vektoru u vzhledem k dané bazi prostoru V.
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Vektorové prostory

Cd
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Resené Glohy

Ul
~

\:ll
/TN

Priklad Urcete soufadnice vektoru a = (1, 2) z V, = R?
a) vzhledem k bazi < (1, 1), (-1, 0) >,
b) vzhledem k bazi < (1, 0), (0, 1) >.
Reseni:
a) Plati (1,2) = a1(1,1) + ax(-1,0),
1,2) = (a, &) + (-az 0),
(1,2) = (a- a, &),

tj. a-a=1, a =2.

V dané bazi ma vektor a soufadnice 2, 1.

b) Podobneé (1, 2) = ai(1,0) + ap(0, 1). Upravime a dostaneme a; =1, a, = 2. V bazi
<(1,0), (0,1) > lze aritmeticky vektor ztotoznit s usporadanou dvojici jeho soufadnic.
Vysledek prikladu 8b Ize snadno rozsifit pro aritmetické vektorove prostory V, s bazi
er = (1,0,..,0), e, = (0,1,0,...,0), ..., &, = (0, ..., 0, 1).

Vyklad

Pro uplnost budeme definovat pojem podprostoru vektorového prostoru V.

Definice 2.1.5.

Jestlize V'c V a jsou splnény podminky:
(1) kx e V' provsechna x e V' a ke R,
(2) x +y €V’ provsechnax,y e V',

pak V' nazveme vektorovym podprostorem vektorového prostoru V.
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NV

l|\\

Poznamka

MnoZinu { o } nazyvame nulovym podprostorem; cely prostor V je svym podprostorem.

Pl
(V514

eSené ulohy

Priklad Necht V' = {(X1, X2, X3,) : X1 =Xz, Xj € R, 1=1,2,3 }, pak V' je podprostorem

prostoru R®.
Plati:
(1) Jestlize x = (a, a, b) € V', pak kx = (ka, ka, kb) € V".

(2) Jestlize (a, a, b), (c,c,d) € V', pak (a,a,b) + (c,c,d)=(@a+c,a+tc,b+d) e V.

Priklad Necht V' = {(x, 1); x € R }, pak V' neni podprostorem prostoru R®.
Plati:
(1) k(x, 1) = (kx, k) ¢ V', prox € R,

(2) X, 1)+, )=(x+y,2) ¢ V',pro x,y € R.

Kontrolni otazky

1. Ktera z uvedenych ¢iselnych mnoZzin spolu s uvedenou operaci tvori vektorovy prostor ?
a) Mnozina N ptirozenych ¢isel spolu s operaci s¢itani +,
b) mnoZina R realnych ¢isel spolu s operacemi s¢itani + a nasobeni 1,
c) mnozina C celych ¢isel spolu s operacemi s¢itani + a nasobeni L.
2. Kolik nulovych vektort o existuje v daném vektorovém prostoru ?
a) Nekone¢né mnoho, b)dva, c) jeden.
3. Kolik opa¢nych vektoru - x existuje v daném vektorovém prostoru k vektoru x ?

a) Jeden, b) dva, c¢) nekone¢né mnoho.
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4. Vektory vi, vy, ..., Vn jsou linedrné zavislé, jestlize rovnice
CiV1+ Co Vo + ... + C, V2= 0 je spInéna

a) pouze, kdyz cq,Co, ..., C,, jsou viechny rovny nule,
b) pro alespon jedno ¢islo ¢q,Co, ..., C, razné od nuly,
c) kazdé z ¢isel ¢q,Cy, ..., C, musi byt razne od nuly.

5. Vektorovy prostor se nazyva n-dimenzionalni, jestlize
a) existuje v tomto prostoru n linedrn¢ nezavislych vektora a kazdy vektor prostoru lze
vyjadrit jako jejich linearni kombinaci
b) kazdy vektor prostoru lze vyjadrit jako linearni kombinaci n+1 linearné nezavislych
vektoru prostoru,
c) kazdy vektor prostoru Ize vyjadiit jako linearni kombinaci dvou vektord.
6. Baze n-dimenzionalniho vektorového prostoru je
a) kazda mnozina n linearné zavislych vektora prostoru,
b) kazdd mnoZzina n linearné nezavislych vektoru prostoru,

c) kazdad mnozina n —1linearné nezavislych vektora prostoru.

Odpovédi na kontrolni otazky

1.b); 2.¢); 3.a); 4. b); 5. a); 6. b).

Ulohy k samostatnému feseni

1. Urcete aritmeticky vektor x , pro ktery plati:
a) x=3a+5b-c,jeli a=(4,1,3,-2),b=(1,2,-3,2),c =(16,9, 1, -3),

b) x=-a+4b-6c+2d, je-li a=(1,1,-1,-1),b=(0,0,0,0),c =(%,O, 1, 4),

d=(-1,-1,1,1),
c) x=a+2(b-3c)-3(c-5a), je-lia=(2,0,1),b=(3,2,1),c=(0,0, 1),
da+2b+3c-4x=o0, kde a=(5,-8,-3,2),b=(2,-1,4,-3),c=(-3, 2,-5, 4),

e) a-x+%(b+x)-% (2a-b)=o0, kde a=(1,1,-1),b=(2,0, 2),

f) Bu-4x-3v+x+2w=u+2x, kde u=(1,-1,1,1),v=(0, 2, 2, 2),
w=(3,-3,3,-3).
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2. Zjistéte, zda dand mnoZina V spolu s operaci s¢itani uspofadanych n-tic a ndsobenim
n-tice realnym cislem tvoti vektorovy prostor, v kladném ptipad¢ uréete jeho nulovy

vektor.

a) V={(x,0) : xe R}

b) V = {(X1, X2, X1 + X2) : X1, X2 € R},
c) V={(x,2) : xe R}

3. Urcete, ktera z nasledujicich mnozin funkci spolu s operaci s¢itani funkci a operaci

nasobeni funkce redlnym ¢islem tvoii vektorovy prostor:
a) mnozina funkci ohrani¢enych na<a, b >,

b) mnoZina funkci rostoucich na <a, b >,

¢) mnoZzina funkci monotonnich na <a, b >,

d) mnoZina sudych funkci na <-a,a>, a>0.

4. Urcete, které z ¢iselnych mnoZzin pri s¢itani a nasobeni realnym c¢islem definovanymi
piirozenym zpasobem tvoti vektorovy prostor a v kladném piipadé urcete jeho nulovy

vektor:

a) mnozina komplexnich ¢isel C,

b) mnoZina redlnych ¢isel R,

¢) mnoZzina kladnych redlnych &isel R”,
d) mnoZina raciondlnich ¢isel Q.

5. Necht' P je mnoZina posloupnosti redlnych ¢isel spolu s operaci s¢itani (soucet
posloupnosti) a nasobeni redlnym ¢islem (ndsobeni posloupnosti redlnym ¢islem).

Zjistéte, zda P tvori vektorovy prostor, jestlize:

a) P je mnoZina vSech posloupnosti, které maji limitu 0,
b) P je mnoZina vSech posloupnosti, které maji limitu 1,
c) P je mnozina vSech konvergentnich posloupnosti.

6. Najdéte vSechny hodnoty t, pro které je mozno vektor u vyjadiit jako linearni kombinace

vektoru a, b, c:
ayu=(5,31),a=(,0,2), b=(0,1,1), c=4,1,9),
b)u=(@4,3,1), a=(,2,3), b=(2,-1,1), c=(1,7,8),
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c)u=(t6,7), a=(1,4,5), b=(3,8,10), c=(0, -4, -5),
du=(,3,5), a=(1,3,4), b=(2,8,-2), c=(3, 11, 1).
7. Zjistéte, zda jsou dané vektory linearné zavislé a v kladném ptipadé vyjadiete jeden z
nich jako linearni kombinaci ostatnich:
a)a=(1,2,3), b=(3,6,7),
b) a=(4,-2,6), b=(6,-3,9),
c)a=(5,4,3), b=(3,3,2),c=(8,1,3),
da=(0,10,3), b=(3,0,1,0),c=(0, 3,0, 1).

8. Urcete cislo t tak, aby vektory u, v, w byly linearné zavislé:
ayu=(2,1,3), v=(1,2,-5,w=(3,0,1),

b)u=(1,2,2), v=(2,1,3),w=(2,5, 4),
c)u=(11t2), v=(11,2),w=(3,0,1),
du=(4,5,2), v=(2,2t1t), w=(2, 10-6t, 4-3t).

9. Necht' V je vektorovy prostor funkci definovanych a spojitych v daném intervalu.
Zjistéte, zda jsou funkce (vektory) v daném intervalu linearné zavislé nebo nezavislé:
a)a= e, b=x,xeR,

2
b)a:x2+§—%,b=§ +%, c= X*+x-2,xeR,

c) a=sinx, b= cosx, X € <0, 21 >,
d) a=2cos’x, b= -cos2x, c= -1, X € < -7, T >.
10. Mezi danymi vektory najdéte maximalni pocet linearné nezavislych a ostatni vyjadiete

jako jejich linearni kombinaci:
a) a=(1,2,0,0), b=(1,224),¢c=(3,6,0,0),
by a=(1,2,3), b=(2,3,4),c=(3,2,3),d=(4,3,4),e=(1,1,1),
c)u=(1,1,0,1),v=(211,-1),w=(1,-1,0,-1),x=(1,0,-1, 2).

11. Zjistste, zda dané vektory tvoii béazi vektorového prostoru R®. V kladném piipads
vyjadrete vektor a = (1, 1, 2) jako jejich linearni kombinaci a stanovte soufadnice vektoru
a v dané bazi:
a)ur=(1,1,1),u,=(1,1,0),us=(2,0,0),
b) u1=(0,1,-1),u,=(0, 2,-2),us = (1, 1, 3),
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C) u = (1, 2, 1), U, = (O, 1, 1), Uz = (0, 0, 3)

12. Z danych vektora vyberte maximalni pocet linedrné nezavislych a doplite je vhodné na

bazi piislusného vektorového prostoru R"™:
a) a=(2,1,-1,4),a,=(13,0,-1),a3=(-1,-4,1,-3),a, = (3, -2, -1, 5),
b) bi=(4,-1,5,3,1),b,=(3,-2,1,4,0), b3 =(1,0, -2, 4, -3).

Vysledky tloh k samostatnému reSeni

1. a)(L4,-7,7), b)(-6,-3,-3,-21), ¢)(38,4,9), d) (0.-1, -3, 2), &) (3.3, 1),

D% -9

2. a)ano, 0=(0,0), b)ano, 0=(0, 0, 0), c) ne.

3. a) ano, b) ne, je-li f rostouc, pak rf pro r < 0 nenf rostouci, c) ne, napt. fi(x) = X%,
fo(X) =-x, jsou monotonni na < 0,1 >, ale f; - f, neni monotonni na < 0,1 >, d) ano.

4. a)ano,0=0,b)ano,0=0, c) ne, prox € R ak € R nemusi platit kx € R", d) ne, pro
X € Q a k € R nemusi platit kx € Q.

5. a) ano, b) ne, c)ano.

6. a)t=13,b)t=7, c)proZadnét, d)t=2.

7. a) nezavislé, b) zavislé, b= %a, c) zavislé, c = 7a - 9b, d) nezavislé.

8. a) t=11, b) neexistuje, c)t; =2,t, =3, d)tlibovolneé.

9. a) nezavislé, b) zavislé, napt. 2a-3b-c =0, c)nezavisle, d) zavislé, napt.

a+tb+c=0.

10. a) a, b; c =3a+ 0bnebo b, c;a=0b+1c, b) mimo trojica, b, e; ¢, d, e jsou
libovolné ti trojice linearné nezavislé. Napt. a, b, c;d=-a+b +c,
e=-a+b+0c c)napf.u,v,w; X=2u-Vv+w.

11. &) ano, a = 2u; - Uz, a Ma soufadnice (2, -1, 0), b) ne, c) ano,a=us - Uz +3 Us,
a méa soutadnice (1, -1, 2).

12. a) napt. az, a3, a5 = (0,0, 1,0), a8, =(0, 0, 0, 1), b) by, by, b3, by =(0, 0, 0, 1, 0),
bs=(0, 0, 0,0, 1).

% i




Matematika I, ¢ast | Vektorové prostory

Kontrolni test

1. Urcete aritmeticky vektor X, pro ktery plati a—%x +2b=ue¢, je-li

a=(1,0,0), b=(0,1,0), e=(0,0,2).
a) x=(0,0,0), b) x=(2,4,-2), c) x=(2,2,-2).

2. Najdéte vSechny hodnoty t, pro které je mozno vektor w = (1,0,t) vyjadiit jako linearni
kombinaci vektora a=(1,1,1), b=(1,0,0), e=(0,0,1).
a) pro viechnat, b) pro t=0, c)pro Zadnét.

3. Zjistéte, zda jsou vektory a=(1,-1,1), b=(110), e=(0,11) linearn¢ zavislé, v kladném
pripadé vyjadiete vektor a jako linedrni kombinaci b, e.
a) ¥= %v -, b)a=hb —%c, ¢) jsou linearné nezavislé.

4. Urcete ¢islo t tak, aby vektory a =(1,0,0), b=(0,1,0), e=(0,0,t) byly linearn¢ zavislé.

a) pro vSechnat, b) pro t=0, c)pro t=0.
5. Zjistéte, zda vektory a =(1,1,0), b=(1,0,1), e€=(0,1,2) tvoii bazi aritmetického

vektorového prostoru R av kladném piipadé¢ vyjadiete vektor m=(0,0,1) jako jejich

linearni kombinaci.

a) u:—la+1b+lc, b) netvofi bazi, c)u:—ia—lb+£c.
2 2 2 2 2 2

Vysledky testu
1. b); 2.a); 3.¢); 4.¢); 5. a).
Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné ve 3 pripadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném piipadé je tieba prostudovat kapitolu 2.1. znovu.
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o=

2.2. Matice

Cile

Cilem této kapitoly je uvedeni pojmu matice a jejich speciélnich typt. Ctenéi se

seznami se z&kladnimi vlastnostmi matic a s operacemi s maticemi

Predpokladané znalosti

Predpokladem zvladnuti predloZeného tématu je dobré znalost pojmi a jejich vlastnosti

z kapitoly Vektorové prostory.

o=

Definice 2.2.1.

Schéma m.n redlnych (komplexnich) ¢isel

a8, .. a
a,a, .. a . .

A=| *7% " | nazyvame matici A typu (m, n).
a8, .. a.

Poznamka

1. Cisla a; jsou prvky matice. Pritom aj znaci prvek, ktery lezi v i-tém 7adku a j-tém
sloupci matice A. Index i se proto nazyva radkovy index prvku a; a j sloupcovy index

prvku a;.
2. Je-li m=n, pak matici 4 nazyvame c¢tvercovou matici /adu n.

3. Je-li A matice 7&du n, pak aritmeticky vektor (a1, az, am) Se nazyva jeji hlavni

diagondla a aritmeticky vektor (ain, @z n-1, ..., an1) jeji vedlejsi diagonala.

4. Kaidy z m radki matice A muzeme chapat jako n-rozmerny aritmeticky vektor, kazdy z

n sloupcii miZzeme chépat jako m-rozmerny aritmeticky vektor.
5. Matice budeme oznacovat velkymi pismeny A, #, ... nebo (a;).

6. Prvky matice A4 mohou byt také funkce, matice, vektory atd. Prislusné mnoziny prvkii

vSak musi, vzhledem ke s¢itani a nasobeni, spliiovat axiomy vektorového prostoru.
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Vyklad

Pro nekteré druhy matic zavadime nasledujici nazvy.

1. Nulova matice O je matice, jejiZz vSechny prvky jsou rovny nule.

2. Jednotkovd matice E je ¢tvercovd matice fadu n, jejiz vSechny prvky v hlavni

diagonale se rovnaji 1 (aii = 1) a ostatni prvky jsou rovny 0 (a; = 0 pro i #j).

1 00
E=|0 1 0| - jednotkova matice 3. fadu.
0 01

3. Matici transponovanou k matici A typu (m, n) rozumime matici typu (n, m), kterou
znadime A" a ziskdme ji z matice A vyménou radkia za sloupce, ftj. a'ij = aji,

kde AT = (a%).

4. Matice A se nazyva symetricka, plati-li A = A, {j. aij = a;. Je to tedy ctvercova

matice, jejiz prvky symetricky umisténé vzhledem k hlavni diagonéle jsou stejné.

5. Matice A typu (m, n), ktera ma pod, resp. nad diagonalnimi prvky a;; samé nuly, takze

aj=0 pro i>], resp. i <j, senazyva trojahelnikova.

Vyklad

Zakladni operace s maticemi

Definice 2.2.2.
Dvé matice A, B stejného typu (m, n) povazujeme za sobé rovné a piSeme

A = B, maji-li v8echny odpovidajici prvky stejné, tj. a; = bj;, pro vechna i=1, ..., m,
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Definice 2.2.3.

Necht matice A = (a;;), B = (b;;), jsou téhoz typu (m, n). Pak jejich souétem rozumime

matici C = A + B, kde cj=a;+b; provsechna i=1,..,m,j=1,..,n.

Definice 2.2.4.
Soudinem matice A = (a;) typu (m, n) a realného ¢isla k nazyvame matici

B=k.A, kde bj=kaj provsechna i=1,..,m, j=1,..,n.

Pro s¢itani matic a nasobeni matice realnym ¢islem plati:

1. Komutativni zakony
A+B=B+A, kA=Ak, keR
2. Asociativni zakony
A+B)+C=A+ (B +C), k.(LA) = (kD.A, kleR.
3. Distributivni zakony
k(A+B)=kA +kB, ((k+DA=kA + 1A, kleR
4. Existence nulové matice
Existuje takova matice @, Ze pro kazdou matici A plati A + 0 = A.
5. Existence opac¢né matice

Ke kaZzdé matici A existuje takova matice -A, Ze A + (-A) = 0.

Poznamka

Je vidét, Ze mnozina vSech matic typu (m, n) tvori vzhledem k operacim scitani matic a

nasobeni matice realnym cislem vektorovy prostor.

Definice 2.2.5.
Necht A = (a;) je matici typu (m, n) a B = (bjc) je matice typu (n, p). Sou¢inem matic
A.B (v tomto poradi) je matice € = A.B = (ci) typu (m, p), kde

n

Cik = Z aij.bj = ainbw + aipba + ... + ain.bnk

Ef o i
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Vyklad

Pro vypocet prvki cix matice € = A.B je vyhodné tzv. multiplika¢ni schéma.

p sloupct

L ——— by,
by

B

m Fadka ail\ aiz\ aig\ .............. a, Ci i-ty Fadek

n fadkud

bnk

n sloupcu k-ty sloupec

Poznamka

Pro néasobeni matic plati:

1. Asociativni zakon
(A.B).C=A(BO.

2. Distributivni zakony
(A+B).C=AC+ BC (pronasobenizprava),
CA+B)=CA+ CRB (pronasobenizleva).

3. Existuje jednotkova matice ¥, e A.F = E.A = A pro kazdou c¢tvercovou matici A

7adu n.

Ef o ”
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AV

T\

4. Pro nulovou matici @ jevidy 4.0 = 0.A = 0.
5 Je-li AB=0 paknemusibytani 4 =0, ani B= 0.
6. Obecné neplati komutativni zakon, tj. obecne 4. = B.A.

7. Existuje-li soucin matic 4.8, pak (A.B) = B'. A".

v

ResSené ulohy

Priklad  Vypoctéte soucin matic A.B |, kde

2 -2
5
A = 3 4| | B = .
3
-1 -3
Redeni
2 =2 40 -8-6 -2 -14 -2
AB = 3 4 ( 3 ]j = |=-12+12 4 = 0 4
-1 -3 4-9 -3 -5 -3

Priklad  Oveite, Ze pro nasobeni matic obecné neplati komutativni zakon.
Reseni:

Pro matice

30 w0

e (202D 2 e
TSI R
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Priklad Vypoctéte soucin matic A. B, kde

1 -1 -1 1 2 3
A=|-2 2 2|, B =(-2 -4 —-06].
4 —4 -4 3 6 9
Reseni:
1 -1 -1 1 2 3 0O 0O
AB = | -2 2 2l .|-2 -4 —-6|=]0 0 O0|=0.
4 -4 -4 3 6 9 0 00

To znamend, Ze pro matice A =0, B=0 je AB =0.

Priklad Pani Alena jde koupit do obchodu 12 vajec, 6 jablek a 6 hrusek, 12 pomeranca

a 3 citrony. Vyjadieme nakup pomoci nasledujicich fadkového vektoru
x = [ 12 (vejce), 6 (jablka), 6 (hrusky), 12 (pomerance), 3 (citrony)] = (12, 6, 6, 12, 3).

Predpokladejme, Ze vejce jsou po 2 K¢ za kus, jablka po 5 K¢, hrusky a pomerance po 4

K¢ a citrony po 3 K¢ za kus. Pak mtizeme ceny téchto druhti zboZi zapsat jako sloupcovy

vektor
2 K¢ za vejce,
5 K¢ za jablko,
y = |4 K¢ za hrusku,
4 K¢ za pomeranc,
2 K¢ za citron.

Celkovou ¢éastku, kterou pani Alena v obchodé zaplati, maZzeme nyni vypocist souc¢inem
vektori x.y, kde vektor x vyjadiujemnozstvi jednotlivych druht a vektor y ceny

jednotlivych druhda.
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xXy=  (12,6,6,12,3). |4| = 122+65+6.4+12.4+3.3 = 135 K&.

w &~ b 01N

Piiklad V ptikladu 4. nyni piedpokladame, Ze pani Alena maZe nakupovat ve dvou

obchodech, ve kterych se ceny ponékud lisi.

Necht’ vektor cen v druném obchodé je

K¢ za vejce,
K¢ za jablko,
K¢ za hrusku,

K¢ za pomerang,
K¢ za citrén.

N O w O W

Pani Alena m& moZnost nakoupit vSechno bud’ v 1. nebo ve 2. obchodé nebo mtize nakoupit
v kazdém obchodé jen to zboZi, které je tam levnéjsi. Abychom ji pomohli se rozhodnout,

utvotrime matici cen:

Cenyv 1. Ceny v 2. Nejmensi
obchodé obchodé cena
2 3 2
5 6 5
C=1|4 3 3
4 5 4
3 2 2

Ef o ’
* *
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Prvni sloupec udava ceny v 1. obchodé¢, druhy sloupec ceny v 2. obchodg, tieti sloupec udava
vzdy mensi z obou prislusnych cen. Abychom sestavili Uc¢et pro vSechny tfi moznosti nakupu,

vypocteme soucin x.C.

x.C = (12,6,6,12,3). = (135, 156, 126).

W B~ b O
N O w O W
N B W O DN

Vidime tedy, Ze pani Alena zaplati v 1. obchod¢ 135 K¢, ve 2. obchodé 156 K¢, ale kdyz

koupi kazdé zbozi tam, kde je levnéjsi, zaplati jen 126 K¢.

Kontrolni otazky

1. Matice A typu (m,n)je
a) schéma m-+n prvka, b) realné cislo, které je ukryto ve schématu matice, ¢) schéma
m - n prvka.
2. Matice A typu (m,n)ma
a) m sloupct, b) nsloupct, ¢) m+n sloupci.
3. Matice AT transponovana k matici A typu (m,n)je
a) typu (n,m), b)typu (m,n), c) neexistuje, protoze A neni ¢tvercova.
4. Dvé matice A, B muZeme secist pouze pokud
a) pocet sloupct prvni matice je stejny jako pocet fadkt druhé matice,
b) obé matice jsou stejného typu,
C) obé matice jsou ctvercove.
5. Matici A typu (m,n) nasobime redlnym ¢islem k tak, ze
a) vynasobime ¢islem k libovolny fadek matice,
b) vynasobime ¢islem k vSechny prvky hlavni diagonaly,
c) vynasobime ¢islem k vSechny prvky matice A..
6. Scitani dvou matic je
a) komutativni a asociativni, b) neni komutativni a je asociativni, c) neni komutativni

ani asociativni.
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e

N
AR

7.

Soucin matic A-B (v tomto pofadi) miZzeme provést pouze pokud

a) jsou ob¢ stejného typu, b) maji stejny pocet sloupci, c) pocet sloupct matice A je
stejny jako pocet radkt matice B.

Pti soucinu dvou matic A, 1B

a) zalezi na poradi matic,

b) nezalezi na poradi matic,

c) nezaleZi na poradi matic, pokud A i B jsou ¢tvercové.

Odpovédi na kontrolni otazky

e

1.¢); 2.b); 3.a);4.b); 5.¢);, 6.a); 7.¢); 8. a).

1.

4.

Ulohy k samostatnému feseni N.Z
AN
Proved'te explicitni tabulkovy zé&pis matice
A= o t 35 a; =1 pro i=]
b)Y B = (ba) ie Fidu 4 b; =0 pro i#]
) B =(by) jetadu a b = 3 pro is],

c) €=(cij) jetypu(2,6) a cij=1i+].

Najdéte matice X, Y, které pro matice

2 31 1 -1 3 iy .
A= , B= vyhovuji t¢émto vztahum:
0 -1 2 2 0 4

a) X+A=B,
b) 3A +2X = -B.

Proved'te nasledujici operace:

6 1 4 2
X=2| 0 -3| - 3 0 1.
-1 2 -5 -1

Zjistéte, pro ktera x, y plati:

(2x+5y 4J_(12x+9 4)
9 2y+1 U 9  3)°

% "



Matematika |, ¢ast | Matice

5. Stanovte ¢isla x, y tak, aby matice:

( 1 3X +

2 , . (1 12
] byla transponovana k matici ( ) :
3y+6 2 6 2

6. Vypoctéte soucet danych matic:

1
. 2 35
AABiBA, A:( j B=- -2 4,
-1 2 4
1 3
. 4 -3 2 -
b)A. B i B.A, A=( j B= j
1 2 3 5
4 1 3 -5 14
c) A. B, A:( ) B-=- j
-3 2 2 1 -30
2 0 1
2 - 3
d) A B, Az( j B=|-3 0 0,
4 ~7
12 -1
10 -1 2 0 -1
e) A B, A=|-1 1 1f, B=|0 -3 1],
4 1 -1
2 -1 -1
f) A? A=|1 0
0

7. Piedpokladejme, Ze stavitel ptijal zakazku na pét domu I. typu, sedm domu Il. typu a

dvanact domu I11. typu. Tuto zakdzku muZeme vyjadiit pomoci fadkoveho vektoru

x = (5, 7, 12). Staviteli je znamo, kolik surovin jednotlivych druhd a kolik préce se
spotiebuje na kazdy typ domu. Piedpokladejme, Ze tyto ,,suroviny* jsou ocel, dievo, sklo,
barva a prace. Cisla uvedena v matici R udavaji mnozstvi suroviny kazdého druhu
spotiebované na kazdy typ domu, vyjadiené ve vhodnych jednotkach. (Cisla v piikladu

jsou volena libovolng, nikoli tak, aby odpovidala skute¢nosti).

Ocel Di*evo Sklo Barva Prace
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5 20 16 7 17 1. typ
R=|7 18 12 9 21 I1. typ
6 25 8 5 13/ . typ.

Kazdy radek matice je vektor udavajici mnoZzstvi kazdeho druhu suroviny spotiebované na
dany typ domu. Kazdy sloupec matice je vektor udavajici mnozstvi daného druhu
suroviny pro jednotlivé typy domu. Matice je ziejmé velmi stru¢ny zpusob zapisu této
informace. Vypoctéte mnozstvi surovin kazdeho druhu, které stavitel potiebuje ke splnéni

zakézky.

Vysledky Uloh k samostatnému feSeni

000 O
L2 2 3000
1.a) A= |2 1 2|, by B= ,
3300
2 2 2
3330
2 3456 7
c)C:( j
3456 78
.
—~ -4 -3
~1 -4 2
2.®X:BnA:( ) D)X= L(B-3A)= | 2 .
2 12 2 1 3 s
2
0 -4
3.X=|0 -9
13 7
2
4, X = ——, =1
= Y
4
5, X = —, =2
3 Y
_— 5 11 19
6.mAHB:( ) B.A=|-8 2 6|,
-3 19
-1 9 17
~1 -19 7 -
b A.B= [ j, B.A-= J,
8 9 17
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14 -19 1 16

10 6 -1
c) A.B=|-5 17 -9 -12|, d)A.B:( J,

-14 -14 1
3 -5 1 4

-2 -1 0 3 -15
) A.B=| 2 -2 1], f) A= |2 -1 1.
8 1 -3 1 39

7. x.IR = (146, 526, 260, 158, 388).

Kontrolni test

1. Rozhodnéte, zda matice A a B jsou si rovny:

1 3
1 5 4
A= , B=|5 2|
3 21
4 1

a) A=B, b) AzB.
2. Pro ktera x,y plati:

1 2x+y) (1 3x+1
y+1 2 ) 1o 2 [
a) x=2,y=3, b) x=1y=3.
3. Vypoctéte matici X=2A-5B, kde

{1 1) ( 1 Oj
A: a B: .
1 2 0 -7
2 (—3 2}1 ) (—3 2}
2 44 2 39

4. Vypoctéte soucet matic A+IB, kde
4 -2 3 4
A= , B= :
(5 —3} (7 llj
7 2 7 5
a) , b) :
12 8 9 8

5. Vypoctéte transponovanou matici AT Kk matici

% )
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350
A=0 1 2|
3 0 2

330 3 0 3
a|5 0 1|, b5 1 0
0 2 2 0 2 2
6. Vypoctéte soucin matic A-BB, kde

3
A=[2|, B=(1 2 1)
1

3 6 3 3
a2 4 2|, b)la|
121 1

7. Vypoctéte soucin matic A-B, kde

1 3
1 2 2
A:[ j —{1 4|
2 31
2 2
- 1 2 4
a) . b3 8 4|
7 20
6 12 2

ﬂg'-fl Vysledky testu

1.b); 2.a);3.b); 4. a);5.b); 6.a); 7. a).

Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 5 piipadech, pokracujte dalsi kapitolou. V opacném

piipadeé je treba prostudovat kapitolu 2.2. znovu.

% "




Matematika I, ¢ast | Determinanty matic fadu n

2.3 Determinanty matic fadu n

Cile

Cilem kapitoly je zvladnuti feSeni determinanta ¢tvercovych matic.

Definice 2.3.1.

Determinantem (fadu n) étvercové matice A tadu n, jejimiz prvky ajj jsou realna (popt.

komplexni) ¢isla, nazyvame ¢islo, které znac¢ime det A,; |A| a definujeme takto:

1. Je-lin=1, pak det A = aj;.

2. Pron>2je
a, ... 4, i
det A =|: = Y (DA, =
a, a, =
ay ... Ay, Ay 8y ... Ay, Ay ... 8y,
= a,|: —a,| +o.+ (=D a, | :
a, ... a, a a8, ... a, Qu - A

kde matice Aj vznikne z matice A vynechanim prvniho radku a j-tého sloupce.

Vyklad

1. Pro matici A t&du n = 2 plati

a11 a‘22
a21 a‘22

det A = = 8,8, — 8,8, , tj. od soucinu prvki na hlavni diagonale odecteme

soucin prvku na vedlejsi diagonale.
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NV}
T\

Resené Glohy

3
Priklad  Vypoctéte determinant matice A = (1

Reseni:
3 2
1 3

Vyklad

= 33-21=T.

2. Pro matici A tadu n = 3 plati

a‘11
det A = |a,
3.31

a‘12
a'22
a32

a13
a 23
a33

a'22

a32

a23
a33

a‘21

—4a;
ag

2
3

}

a23
a33

+d;,

aZl
a31

a'22
a32

= a11(a22a33 - a23a32) - alZ(a2la33 - a23a31) + a13(‘31216132 - a22a31) =

= a1la'22a33 + a128‘238‘31 + a‘138‘218'32 - (a11a23a32 + a12a21a‘33 + a138‘228'31)'

Tento vypocet si snadno zapamatujeme podle tzv. Sarrusova pravidla:

k%
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Nejprve zapiSeme vyrazy ajjagass, aipdpsdsi, adisdziasze Utvoiené ,rovnobézné s hlavni
diagonalou” a pak odecteme vyrazy ajsazasi, aijdxsdsy, axaizadsz, utvorené ,rovnobézné

s vedlejsi diagonalou® (viz schéma).

Resené dlohy

3 2
Piiklad  Vypoctéte determinant matice A=|1 0 -1
2 1 -2
Reseni:
3 2
1 0 -1 = [30.(2)+111+2(-1).2]-[1.02+3.(-1).1+1.2.(-2)] =
2 1 -2
=1-4-(-3-4)=4.
Vyklad

3. Pro vypocet determinanta matic fadu n > 4 vSak neexistuje Zadné obdobné pravidlo jako je
Sarrusovo, které plati pouze pro determinanty matic adu tietiho. Abychom nemuseli tyto
determinanty pocitat jen na zaklad¢ definice, seznamime se s nékterymi dulezitymi

vlastnostmi determinantu, s jejichZz pomoci se vypocet zjednodusi.

Vlastnosti determinanti

¥
l|\\

Véta 2.3.1. (Laplaceiv rozvoj). Pro ¢tvercovou matici A fadu n plati:

det A= > (-1)"" a;.det Ay - rozvoj determinantu podle i-tého radku,

=1

det A= > (-1)"") a;.det Ay - rozvoj determinantu podle j-tého sloupce,

i=1

kde matice Aj; vznikne z matice A vynechanim i-tého radku a j-tého sloupce.

SSf R "




Matematika I, ¢ast | Determinanty matic fadu n

Dk az seprovadi indukci vzhledem k n.

Poznamky

1. Determinant matice Ajj nazyvame subdeterminantem vzhledem k prvku a;.

2. Soucin (-1)"). det Aj nazyvame algebraickym doplsiikem prvku a;; a znacime

AV

T\

Resené Glohy
10 1 -1
” " . : 2 0 1 -2
Priklad  Vypoctéte determinant matice A = .
3 3 -1 1
01 1
Reseni:
Tento determinant miZeme vypocitat rozvojem podle 2. sloupce.
11 - 1 1 -
detA= (-1)*2.3.2 1 -2+ (=D*"21.2 1 -2 =(-3).(-D)+(-4)=-1
01 3 -1
Véta 2.3.2. Jestlize matice B vznikne tak, Ze néktery radek (sloupec) ¢tvercové matice A
vynasobime ¢islem k € R, pak plati det B = k.det A.
Diakaz: Cislemk e R vynasobime napiiklad r-ty sloupec, pak
A -er 8 kal,r Qry1 -er Ggy
B = ;
anl kan,r an,n

Rozvojem podle r-tého sloupce dostaneme:

detB = > (-1)""ka, detB, =k D (-1)""a, det A, = k.detA .

i=1 i=1

55 "
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Dtikaz pro fadky je obdobny.

Ul
~

\:ll
/TN

Resené ulohy

8 12
Priklad  Vypoctéte determinant matice A:‘l 9 uzitim véty 2.

Reseni:
8 12 2 3 2 1
= 4. = 4.3, =12.5 = 60.
1 9 1 9 1 3
Poznamka

Z této vety vyplyva, Ze determinant, jehoz jisty adek (sloupec) tvori samé nuly, se rovna nule.

s/
Pan

Véta 2.3.3. Vyménime-li ve ¢tvercove matici A navzajem dva radky (sloupce), pak pro

takto vzniklou matici B plati:  det B = - det A.

D i k az provedeme matematickou indukci pro fadky, pro sloupce je obdobny.

V¢ta plati pro matici fadu druhého, nebot’

— _ _ dy; dy
= Ayd, —apdy = (a11a22 - a21a12) - o

21 a22

Necht’ nyni n > 3 a piedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro matice fdu (n - 1). Dokazeme, Ze
pak plati takeé pro matice radu n. Necht' B je matice fadu n, kterd vznikne z matice A tak, Ze
vymeénime jeji i-ty fadek a k-ty fadek (i = k). Zvolme j =1, j # k (1 < j < n) a provedme rozvoj

determinantu matice B podle prvk j-tého fadku. Dostaneme

n . n -
+ +
detB = > (-1))"PajdetBj, = — > (-1))"Paj, det Aj, = —detA,

% "
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podle indukeniho predpokladu je det By, = - det Ay,

Véta 2.3.4. Ma-li matice A dva radky (sloupce) stejné, pak det A =0.

D & k a z plyne z predchazejici véty 3, kdyZ oba stejné fadky mezi sebou vyménime.
Dostaneme

detA = -detA = 2det A =0=det A =0.

Véta 2.3.5. Necht matice B vznikne tak, Ze k p-temu fadku (sloupci) étvercové matice

A fadu n pri¢teme k nasobek, k € R, g-tého fadku (sloupce), p # q. Pak plati

det A =detB .
Duakaz provedeme pro sloupce.
M¢&jme matici
Qi 0 Apqs8gpy A1p 8y
A=l ay - 8p4, 855, 8p i
dpp an,p—l' a'n,p’ an,p+1 app

K p-tému sloupci pricteme k-nasobek sloupce g-tého, p = q a ziskdme matici

ay v Apg, A tKagg, a0 0 Ag
B =la; - ap4 a,+tkaig a5 ajp
app a'n,p—l' a'n,p + kan,q’ an,p+l app

Rozvojem determinantu matice B podle p-tého sloupce dostaneme

Ef o N
* *
i’ ,i
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n

det B = > ()" (a;, + ka;,)det B, =
i=1
n . n .
i=1 i=1

protoZe druhy soucet, ndsobeny cislem k, je vlastné determinant, v némZ na misté p-tého
sloupce je g-ty sloupec. Tento determinant ma tedy dva stejné (g-té) sloupce a podle véty 4 je

roven nule.

Dukaz pro tadky lze vést obdobng.

Poznamka
1. Vétu 5 miizeme rozSiFit:

Determinant matice A se nezmeni, pricteme-li k p-tému 77adku (sloupci) matice A libovolnou
linearni kombinaci zbyvajicich radka (sloupcti).

2. Vetu 5 pouzivame pri vypoctu determinantz vysSich 7adi tak, abychom prictenim vhodné
linedrni kombinace ziskali v nekterém 7adku (sloupci) co nejvice nul. Pak provedeme rozvoj

podle tohoto 7adku (sloupce).

3. Uzitim vety 5 muazeme matici prevést na matici trojuhelnikovou. Pak plati

a11 a12 a13 a‘1n

0 a‘22 a23

0 0 ay Do =agay. .8,
0 O a

tj. determinant se rovna soucinu prvki na hlavni diagonale, coZ vyplyva primo z vety 1.

% "




Matematika I, ¢ast | Determinanty matic fadu n

A\ ¥
Paxy

Resené Glohy

Priklad  Vypoctéme determinant matice

2 -1 0
2 2 1
1 2
1 1 41
Reseni:
Vyhodné bude vyuZit rozvoj podle 4. sloupce. Nejdiive 2. fadek nasobeny cislem (-3)
pricteme k fadku tietimu a 2. radek pricteme k radku ctvrtému. Prvni a druhy fadek

opiseme:
2 -1 0 1 2 10
2 1 1(3 2 2 11
det A = ( )‘ = :
-1 1 2 3 < -7 -5 -1 0
2 1 1 -1 4 3 20

Nyni provedeme rozvoj podle 4. sloupce:
1 2 -1 1 2 -
det A = (1) .1.-7 5 -|=|-7 -5 -
4 3 2 4 3 2

Tento determinant maZzeme vypogist pfimo Sarrusovym pravidlem nebo opét rozvojem

podle 3. sloupce po Upravach.

1 2 -1 .(—1)|2 1 2 4
detA=|-7 5 -1 < | =[-8 -7 0=
4 3 2 < |6 7 0

= ()™ . (). ‘_g _;‘ = ~(-56+42) = 14.

Piiklad  Upravou na trojuhelnikovy tvar vypoétéme determinant matice
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1 6 -2
A=|-2 6 3|
2 0 1

Reseni:

Kontrolni otazky

1. Jak se nazyva determinant, ktery vznikne z determinantu pavodni matice, kde jsme
vynechali i-ty fadek a j-ty sloupec.

a) algebraicky doplnék prvku aij,
b) subdeterminant vzhledem k prvku aij,
c) geometricky doplnek prvku ajj-

2. Pti nasobeni determinantu ¢islem k e R musime vynasobit
a) vSechny radky determinantu,
b) libovolny 1 fadek (nebo sloupec) determinantu,
c) vdechny sloupce determinantu.

3. Vymeénime-li v determinantu navzajem dva radky (sloupce), pak novy determinant ma
a) stejnou hodnotu jako pavodni,
b) dvakrat vétsi hodnotu neZ pavodni,
C) opac¢né znaménko nez pavodni.

4. Kdy se determinant rovna 0?
a) Kdyz vSechny prvky hlavni Ghlopticky jsou rovny jedine,
b) kdyZ se dva radky (sloupce) rovnaji,
c) kdyzZ je pocet radka mensi nez pocet sloupci.
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5. Sarrusovym pravidlem s provadi vypocet determinanta:
a) jakehokoliv radu,
b) fadu n > 4,
c) tretiho radu.
6. Kdyz k ur¢itému radku (sloupci) determinantu pri¢teme k-nasobek (k =1) jiného fadku
(sloupce) téhoz determinantu, hodnota determinantu se
a) nezmeni,
b) k krat se zvétsi,
c) k krat se zmensi.
7. Hodnota determinantu, Ktery je upraven na trojuhelnikovy tvar se rovna
a) soucinu prvka na vedlejsSi diagonale,
b) soucinu prvka v 1. sloupci,

c) soucinu prvka na hlavni diagonale.

Odpovédi na kontrolni otazky

1. b); 2. b); 3.¢); 4.b); 5. ¢); 6. a); 7. ).

Ulohy k samostatnému feseni

1. Vypoctéte determinanty:

2 [+ 3‘, |o)‘_2 3‘, c)‘4 _2‘, o B 2y 1“
4 -5 0 -5 1 5 J24 15 3 -5
f a a—l" tgx _1.
a+l a-2 1 tgx
2. Vypoctéte determinanty pomoci Sarrusova pravidla:
350 4 4 1 -2 -6 3 3 -2 0
a)|L 0 2y, bbp 32|, ¢| 1 6 -2, d-1 -5 2],
2 3 2 8 2 3 2 0 1 2 31
31 5 0 x =X
ey l-2 1 4|, )11 0 -1|.
-3 0 -1 x

0 5
k% "
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3. Reste rovnice:

X 1 2 1 x X
a3 x 3/ =0, b) x 2 1| =0.
2 -1 Xx 1 1 x

Vypoctéte determinanty Upravou na trojuhelnikovy tvar:

3 1 1 1
1 1 -1 -1
2 -1 -2 1.
1 1 2 1
-3 0 0 -2
1 1 1
2 3 4
3 6 10/
4 10 20
-4 3 -5 2
4 -3 6 =2
-9 6 2 -5|
8 -6 10 -12
2
_);2 =2x2 X
y? y:y

1
1 1 0 2 1 -8 3 5
2 -1 0 1 0 -2 8 -1
a) , b) , ©€) -1
1 -1 4 -7 -2 0 0
- 0 2 -1 3 1 1
2
5. Vypoctéte determinanty:
-1 0 -2 -4 2 1 -2 1
-4 1 2 0 -1 -2 -3 0
a) . b) . ©)
-3 1 1 -1 4 0 1 -1
0 6 1 1 0O 3 -1 2
0 0 1 2 3 -4 -1
5 31 0 -2 1
d) : e) , 0
-1 -1 1 -1 -7 8
-1 -2 10 -3 -5 2
6. Ukazte, Ze plati:
1 1 1 X
a) |x y z|=X=-y)Ny-2)(z-x), b) L —x
x? y* z? 1y
Vysledky tloh k samostatnému feSeni
1. a)-17, b) 10, c) 22, d) /3, e) S f)(1-2a), g) ——.
2 COS“ X
2. a)-8, b)50, c)-18, d)-43, e) -125, f) (- x* + ).

85

& ¥k

* *

* *

- *

* gk
4




Matematika I, ¢ast | Determinanty matic fadu n

3. a) X1 = 0, Xo = 2, X3 = -2, b) X1 =-1, X23 = 1.
4. a)l, b)0, c)-6.
5. a)10, b)6, ¢) 1, d) 1, e)-40, f) 24.

Kontrolni test

1. Vypoctéte determinant

CosSX —sinX

SinX  CoSX
a) cos2x, b)l, c)-L

2. Vypoctéte determinant pomoci Sarrusova pravidla

3 2 4
-1 5 3.
2 -4 -3

a)-39, b)-8 «¢)1.

3. Vypoctéte determinant pomoci Sarrusova pravidla

3 21
1 -1 1.
0 -2 1

a)l, b)-1, c)2

4. Vypoctéte determinant

X =X X
X X  —X].
X =X =X

a) 4x3, b) —x3, C) —4x3,

5. Vypoctéte determinant Upravou na trojuhelnikovy tvar

1 3 7
2 0
6 -2 2

a) 20, b)40, c)-20.

% "
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Determinanty matic fadu n

6. Vypoctéte determinant Upravou na trojuhelnikovy tvar

02 2 2
2 0 2 2
2 2 0 2
2 220
a) 48, b)58, c)62.

7. Vypoctéte determinant

53 2 4
10 2 -2 10
56 8 5
01 -1 1

a) -570, b) 121, c) -500.

8. Reste rovnici

x2 4
2
1

= w ©
Il
o

1

a) Xlzl, X2 =6, b) Xl=2, X2 =3, C) Xlz—l, X2 =-6.

Vysledky testu

1.b); 2.a); 3. b); 4.¢); 5.¢); 6. a); 7. a); 8. b).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 6 pripadech, pokracujte dalSi kapitolou. V opacném

piipadeé je tieba prostudovat kapitolu 2.3. znovu.

k%
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2.4. Inverzni matice a hodnost matice

Cile

Cilem kapitoly je zavedeni vyzna¢nych pojma pro matice, jejichZ znalost je nutna,

mimo jiné, pro feSeni soustav linedrnich rovnic.

Predpokladané znalosti

Predpokladem dobrého zvl&dnuti latky je zejména znalost operace nasobeni matic.

o

Definice 2.4.1.

Inverzni matici k &tvercové matici A fadu n rozumime takovou &tvercovou matici A ¥adu

n, pro kterou plati: A . A* =A™ A = E, kde E je jednotkova matice ¥&du n.

Definice 2.4.2.

Ctvercova matice A fadu n > 2, jejiz determinant det A = 0, se nazyva regularni. V opaéném

-

pripadé ji fikdme singularni (det A = 0).

Véta 2.4.1.

Necht A je regularni matice tddun>2a A" je matice utvoiend z algebraickych dopliiki
A, prvki ax € A. Pak plati

Aot (A")".
detA

Matici (A")" nazyvame adjungovanou matici k matici A a zna¢ime ji A, tedy

Al-_t A
detA

% "
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Dukaz :
-1 1 =
A7 A= A LA =
detA
A1 A"n - AT ajp Ayt Qg
- 1 A A% - AT dp dp 0 Ay _
det A : ol : :
A*ln A*Zn A*nn App 8pp o App
det A 0 0 10 -+ 0
1 0 det A --- 0 B 01 --- 0 _E
CdetA | S R S
0 0 <« det A o .- 1

Obdobné dokazeme A . A1 = E.

¥
l|\\

ReSené tlohy
320
Priklad  Uréeme inverzni matici k matici A =[5 4 1
1 2 5
Resent:
320
det A=|5 4 1 =6=0= matice A je regularni
1 2 5

% "
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A*—(1)241—18 A*—(1)351—24 A*—(1)454—6
11 — 25_ 12 — 15_ 13 — 12_
* 2 0 . 30 . 3 2
A% = ()° , g =10 Ay = (-n* . 5‘ =15 Ay =(1)° . 2‘ =—4
. 2 0 . 30 . 3 2
A = (-D* =2 AL, =) = -3 A =(1° =2
31()41 32()51‘ 33()54‘
18 -24 6
A" =|-10 15 4|,
2 -3 2
18 10 2
A=(A")" =|-24 15 -3,
6 -4 2
. 18 -10 2
A’lzg 24 15 -3
6 -4 2
Priklad  Redme rovnici pro nezndmou matici X:
2 1 5 4 -1 -2
X = :
-1 0 3 2 9 8
Reseni:
muzeme danou maticovou rovnici zapsat ve tvaru
A.X.B=C. 1)

ProtoZze det A=1=0, det B =-2 =0, jsou matice A, B regularni a maZeme vypocist

inverzni matice A'a B

A_1:0—1 B—lz_l 2 -4
1 2) 2(-3 5)

Vynasobime-li rovnici (1) zleva matici A™ a zprava matici B, dostaneme:
AA X .B.B'=A"C.B,

E.X.E=A".C.BY

AT C.B*'.

Dosadime:

e A L | e
i ”
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Zkousku provedeme dosazenim do zadani.

Priklad  Jednoduchy zptisob odesilani kédovanych zprav spociva v oznaceni pismen

abecedy celymi ¢isly a odeslani zpravy jako posloupnosti ¢isel. Napiiklad zprava
NAPIS VCAS
muze byt kddovana jako
5,8,10,21,7,2,9,8, 3.

V této zprave je N reprezentovano 5, A je reprezentovano 8 atd. BohuZel, takto kodované
zpréavy jsou snadno rozlustitelné. Abychom uginili dekédovani obtizngjSim, mizeme pouZzit

nasobeni matic. Necht’ A je matice, jejimiz prvky jsou celé ¢islaadet A =+ 1,

pak A* =+ A. Uké&Zeme zpisob kddovani a dekédovani nasi zpravy pomoci matice

»

Il
NN P
w o N
N oW P

Kodovanou zpravu umistime do sloupct matice

5 21 9
B -
10
Soucin
1 2 1\(5 21 9 31 37 28
A.B=|2 5 3|/ 8 7 8/=|80 83 67
2 3 2)10 2 3 54 67 48

uréuje kodovanou zpravu, kterou odeSleme ve tvaru
31, 80, 54, 37, 83, 67, 28, 67, 48.
Prijimajici osoba miaZe zpravu dekédovat ndsobenim zleva matici A™, nebot A A . B =

“E.B=B

% "
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1 -1 1) (31 37 28 5 21 9
AA.B=| 2 0 -1/./8 8 67|=|8 7 8|=B
-4 1 1) \54 67 48 10 2 3

vvvvvv

5 21 9
l’1 =| 8], bz =| 71, b3 =18
10 2 3

Pak muzZeme zpravu kddovat nasobenim
A, 0 0)\(hb, A b, c,

Zpravu mazeme odeslat ve tvaru

¢, e, e;.

Takto odeslanou zpravu mtizeme dekddovat nasobenim zleva

A 0 0 |(e Alle b,
0 A} 0 ||le,|=|AJe,|=|h,
0 0 A;]le; Aje; | (b

Definice 2.4.3.

Necht’ A = (a;j) je matice typu (m, n). Povazujme fadky za aritmetické vektory vektoroveho
prostoru V,. Hodnost matice A je r (zna¢ime h(A) =r), existuje-li r line&rn¢ nezavislych

fadka matice A a kazdych r+1 fadka je linearng zavislych.

% "
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Poznamka

Hodnost matice A typu (m, n) bychom mohli definovat pomoci sloupcovych vektorz

z vektorového prostoru Vy,. Obe definice vedou k témuz vysledku h(A) =r.

Véta 2.4.2. Necht A je libovolna matice typu (m, n). Hodnost matice A se nezmeni pfi

kterékoliv z nasledujicich elementéarnich Gprav:
1. zdmeéné poradi fadkua (sloupci),
2. nasobeni jednotlivych radka (sloupct) ¢isly k; = 0,
3. pricteni k nékterému radku (sloupci) linearni kombinace zbyvajicich radkua (sloupcu),
4. vynechanim fadku, ktery je linearni kombinaci zbyvajicich radku.

Ditkaz: Zadna z uvedenych Gprav neméni pocet linearng nezavislych radka ¢&i sloupci.

AV

T\

Poznamka

Dve matice A, B, které maji stejnou hodnost h(A4) = h(#), nazyvame ekvivalentnimi a

znacime A ~ B.

Resené dlohy

Priklad  Urc¢eme hodnost matice

1 2 -1 O

1 0 0 -1
A =

0 -2 1 41

2 0 0 -2

Redeni:  Budeme upravovat matici A podle véty 2. Ke 2. fadku pricteme (-1) nasobek 1.
fadku a ke 4. fadku (-2) nasobek 2. radku

% "
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1 2 -1 o.(_—1)‘ 1 2 -1 0

e
1 0 0 -1 (=2 |0 -2 1—1~(1 2 -1 c])j
0 -2 1 -1 9—2 1 1 0 -2 1 -1
2 0 0 -2

3. a 4. tddek miZeme vynechat (dle 4. bodu véty 2).

Je vidét, Ze v upravene matici jsou dva linearné nezavislé fadky, tzn., Ze hodnost matice A je
dve, h(A) = 2.

Kontrolni otazky

1. Pro inverzni matici At k &tvercové matici A plati
a) A+A1=A"1+A=E,
b) AAI=ALA=E,

c) A-A=EA=E, kde E je jednotkova matice.
2. Ctvercova matice A, jejiz determinant detA=0 se nazyva
a) singularni,
b) nulova,
c) regularni.
3. Inverzni matice k matici A existuje
a) kdyZ A je singularni matice,
b) vzdy, kdyZz A je ¢tvercova matice,
c) kdyZz A je regularni matice.

4. Adjungovana matice A je vytvorena

a) z algebraickych doplika prvka matice AT (tj. matice transponovana k pavodni
matici A),
b) ze subdeterminanti prvka matice A,
c) z algebraickych doplnka prvki matice A
5. Hodnost matice A je ¢islo r, které udava
a) maximalni pocet linearné zavislych radku (sloupcti) matice A,

b) maximalni pocet linearné nezavislych fadku (sloupct) matice A,
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N
AR

¢) hodnotu determinantu dané matice A.

6. Dveé matice A, B nazveme ekvivalentni, kdyz

a) maji stejnou hodnost,
b) jsou stejného typu,
c) se rovnaji hodnoty jejich determinant.

7. Pfi vynasobeni libovolného radku (sloupce) matice A ¢&islem k (k =0, k #1) se hodnost

matice
a) k krat zvétsi,
b) k krat zmensi,

C) nezmeéni.

Odpovédi na kontrolni otazky —ng-/l

1.b);2.a);3.¢c)4.a);5.b); 6.a); 7.c).

Ulohy k samostatnému feseni

N
AR

1. Vypoditejte inverzni matici A™ k matici A a proved'te zkousku:

-3 5 1 -2 0 4
a)A=( J b) A= , c) A= ,
6 - -3 -1 6 8
0 1 -1 3 -2 1 4 0 0
dA=|1 0 -1, eA=[2 0 -1], fyA=|2 -1 1|,
0 -1 1 1 -3 3 1 0 2
2 -1 1 0
0 0 1 111
. 0 12 -1
9 A= (0 1 0], h)yA=[1 1 0/, i) A= ,
-2 00 1
100 100
1 -1 1
00 11
01 -10
) A= .
10 11
11 00
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2. Reste rovnici pro nezndmou matici X:
2 -3 12 7 30 -24 3
8.) . X = y b) . X = Il
1 4 -16 9 5 2 -44 15
4 7 -7 -1 -1 3 55
C) X . = y d) X . = ’
1 -2 9 12 2 -1 7 9
2 1 -3 2 -2 4 2 3 10 75
e) X = , 1) X = :
3 2 5 -3 3 -1 4 2 2 1 6 1

3. Reste rovnici pro nezndmou matici X:

1 1 -1) (1 -1 3 3 4 3 ~8 21 11
aX.|2 1 0|=l4 32|, bl 2 -10|.X=| 4 -5 5],
1 -1 1) |1 -2 -1 32 -9 18 1
2 7 3 (10 2
¢)X. |3 9 4/=/0 10
153 (001

4. Vypoctete hodnost matice:

2 3 1 4 2 300 0
a>A=( j b)Bz[ j 9c-|-2 1 -4,
-7 5 -3 50
~7 10 -20
1 -1 4 3
2 1 -1
2 -4 6 3 1 -1 1
0 3 1
d) D= -3 6 -9, e)M=1_2 , fH)FF5 1 2 5|
5 —-10 15 2 0 4
3 1 1
1 -1 7 7

5. Pro ktera x m& matice A hodnost h(A) =2 ?

2 3x-1 x
A= |4 -1 0.
-3 2 1
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6. Provedte diskusi hodnosti matice A vzhledem k parametru p.

1
A= 10
1

(S N O]

1
2.
P

7. V anglicky psané zpravé je mezera oznac¢ena 0, pismeno A oznaceno 1, B oznaceno 2, C

oznac¢eno 3 atd. podle anglické abecedy. Zprava byla kddovana nasobenim zleva matici

1 -1 2 0
11 -1 0
o 0 -1 1
1 0 0 -

a odeslana ve tvaru

-19, 19, 25, -21, 0, 18, -18, 15,
3,10, -8, 3, -2, 20, -7, 12.

Dekddujte zpravu.

Vysledky Uloh k samostatnému feSeni

2 5 11
1_ |9 18 4 _1( 1 =2 1_| 3 6
Loagat= 9 B pa _7(_3 _J, oat-l } |
3 6 4
1 0 O
3 -3 -2 ‘3‘: L
d) A™* neexistuje (det A =0), e)A*= |7 -8 -5/, HA'= 3 -1 S|
6 -7 -4
1,1
8 2
1 0 0 -1
001 0 0 1 411,
gA*=|0 1 0/, mAt=jo 1 -1/, part=[3 33 ,
)
2 0 1 -2
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-1 0 1 0
. -1 0 1 1
A= .
-1 -1 1 1
2 1 -1 -

2 a)x:( ° 5], b)xz(‘8 1} c)X=(_l ‘3j, d)x:(?’ 4}
-4 1 -2 5 2 1 5 6

34 -18
-3 2 0 1 -1 2 ~19 12 5
3. ayX= |-4 5 -2|, bX=|-2 3 -1/, oX=| 5 -3 -1|.
53 0 -1 4 3 6 3 3

4. a)h(A)=2, b)h(B)=2, ¢)h(C)=2, d)h@M) =1, e)h(M) =3, f) h(F) = 3.

5 x= % 6. h(A)=2 pro p=5,h(A)=3 pro p=5.7. Do your homework.

Kontrolni test

1. Zjistéte, zda matice A je singularni:
350
A=|1 0 2|
2 3 2
a)ano, b)ne.

2. Zjistéte, zda matice B je regularni:

-2 -6 3
B=| 1 6 -2|
2 0 1

a)ano, b)ne.

3. K dané matici A vytvoite matici adjungovanou A:

4 0 O
A=|2 -1 1|
1 0 2
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20 0 -2
a) A=|-3 8 -4|, b)A=| 0
10 -4 0

3 1
8 0
4 -4

4. K dané matici A vytvoite matici inverzni AL

3 4 5
A=|2 -3 1|
3 5 -1
-8 5 1

-8

a) Al=| 29 18 -3|, b)) Al=| -5

-11 -7 1

1

5. Kdané matici A vytvoite matici inverzni AL

1 14
A=|-4 -5 6|
-3 -3 4
~19 5 -6

1

2

1

a) A—lzg 12 -3 3|, bAl=|2 1

5 -1 3

6. Reste rovnici pro neznamou matici X :

1 3 2 5 10
1 2 4|X=|9 7]
2 11 4 5
11
a) X=|0 3|, b)nemarteseni.
2 0

7. Vypoctéte hodnost matice A :

2 1 3 -1

3 -1 2 0
A= .

1 3 4 2

4 -3 1 1

a) h(A)=2, b) h(A)=4.

8. Vypoctéte hodnost matice B :

k%
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3 -6 2 1 1

B=2 4 1 2 4.

3 6 5 -11 -29
a) h(B)=3, b) h(mB)=2.

Vysledky testu

1.b); 2.a); 3.a); 4. b); 5. b); 6. a); 7. a); 8. b).

Privodce studiem

&

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 6 piipadech, pokracujte dalsi kapitolou. V opacném

piipadeé je treba prostudovat kapitolu 2.4. znovu.

k%
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2.5. Soustava linearnich rovnic

Cile

Redeni soustav linearnich rovnic je tloha, ktera se velmi ¢asto vyskytuje nejen pti reeni
uloh v raznych oblastech matematiky, ale také ve vétSing védnich disciplin. Dobré
praktické zvladnuti jednoduchych Udloh o teSeni soustav linedrnich rovnic je

samoziejmym piedpokladem vyuZiti vhodného matematického software.

Definice 2.5.1.

Soustavou m linearnich rovnic o n neznamych Xy, ..., X, €R nazveme mnoZinu vyrokovych

funkci
Qi Xy + apXe ..+ amXn = by
axn Xy + et amXn = by (1)
am1 X1 + v+ 8mXn = bm,

kdeaje R, i=1,..,m,j=1,..,n, nazyvame koeficienty soustavy (1), by, ..., bm je
sloupec pravych stran, n-tici (X', X/, ..., X»')"e R" nazveme ¥esenim soustavy (1), jestlize

po dosazeni za Xy, ... , Xn Se stanou vSechny vyrokoveé formy pravdivymi vyroky.

Jestlize zavedeme matice

ayg ayn « b
1 1
d 82n :
A= . ) X = ’ B = )
. Xn bm
aml a-mn

Ize soustavu (1) psat ve tvaru A X = B.

Matice A se nazyva matice soustavy, matice

E‘f 101
= i’*,i
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ay o agby

a a,, b
A|B — .21 2n. 2

App 0 Ay bm

matice rozSirena. Jestlize by =0 pro k=1, ..., m, pak soustavu (1) nazyvame soustavou
homogennich rovnic, jestliZe je alespon jedno by = 0, hovoiime o soustavé nehomogennich

rovnic.

AV

T\

Resené Glohy
Priklad  Pro soustavu
X, + 3, - %X, = 1
X, — 2X, + X, =
X, = -1
je
1 3 0 -1
A =1 -2 1 0| maticesoustavy,
0O 01 O
X 1 1 30 -1 1
X = |2 B=| 0 a AB=[1-21 0 0
X3 1 0 01 0 -1
X4

je roz§irena matice soustavy.

Véta 2.5.1. (Cramerovo pravidlo). Je-li A matice typu (n,n) a det A = 0, pak soustava
A . X =B ma prave jedno eseni

1 7
X=——(det A,,det A,,...,det A ),
detA( 1 2 n)

kde

4
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8 . Ay by Ay . A
AJ — all aI’J_l bl aI’J_'_l am y J — 1, 2, ey n
anl an,j—l bn an,j+1 ann

Ditkaz : Vynasobime rovnici A . X = B zleva matici A™ a dostaneme
AT A X=AT B atdy X =Al. B
Vyjadiime-li inverzni matici a vynasobime matici B, dostaneme v i-tém fadku

1

X; = 2( D"det Aj .b, Z( )™b,det A det A, ,
d t A d t A A

protoZe soucet v piedposlednim vyrazu je rozvoj det A; podle i-tého sloupce. Existenci jiného

feSeni Ize vyloucit sporem.

NV}
T\

v

ReSené ulohy

Piiklad  Redme soustavu rovnic

X, + 3%, - X; = 0
X, = 1
X, — X, =
Regeni:
1 3 -1 0 3 -1 1 0 -1 1 3 O
A=|0 1 0|, A;,=| 1 1 O, A,=|0 1 0], A;=|0 1 1
1 -1 0 -1 -1 0 1 -1 0 1 -1 -1

det A =10, det A; =0, det A, =1, det A;=3.
Podle predchozi véty je X = (0, 1, 3)", tedy x; =0, x;=1axz=3.

MuZeme provést zkousku

1 3 -1)(0 0
0O 1 01| =] 1}.
1 -1 0/\3 -1

= i’*,i
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Vyklad

Reseni soustavy pomoci inverzni matice
Je-li A matice soustavy typu (m, n) a det A = 0 (A je regularni), mazeme soustavu A. X =

= B tesit ndsobenim zleva inverzni matici A™ a dostaneme feeni dané soustavy X = A™. B.

ResSené Glohy
Priklad  Re$me soustavu pomoci inverzni matice.
X, — 3X, — 2X; = =
2%, + X, = 1
4x, - 2x, + 3, = - 11.
Reseni:
1 -3 -2 . 2 13 -3
A=(2 0 1|, detA=16=#0, A‘lzE -2 11 -5},
4 -2 3 -4 -10 6
. 2 13 -3 -7 . 32
X=A"B= = |2 11 -5|.| 1| == 80| = .
16 16
-4 -10 6/ \-11 -48 -3

Véta 2.5.2.  (Frobeniova). Soustava rovnic A . X = B ma teSeni, pravé kdyZz h(A) =
h(A|B). Oznacime-li h(A) = h(A[B) =r a A je typu (m, n), pak v ptipadé r = n (n pocet
nezndmych) ma soustava jediné feSeni a v pfipadé n > r ma soustava nekone¢né¢ mnoho

feSeni, ktera muZeme zapsat pomoci (n - r) parametr.

Drtikaz je obtizny a nebudeme jej provadét.
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Vyklad

Gaussova eliminaéni metoda feseni soustav linearnich rovnic

vy

Predpokladejme, Ze matice A'|B' vznikne z rozSifené matice soustavy A|B Upravami:
1. Vyménou dvou radkau,
2. vynasobenim radku ¢islem raznym od nuly,
3. vynechanim radka se samymi nulami,
4. prictenim k-nasobku (k = 0) fadku k jinému fadku.
Pak soustavy A . X =B a A’. X = B’ maji stejna feSeni. Spravnost tvahy vyplyva z toho,

Ze kazdy radek rozSirené matice soustavy odpovida prislusné rovnici. Uvedené Upravy

muZeme s rovnicemi provadét.

Upravy 1 - 4 neméni hodnost matice A ani matice A[B. Frobeniovu vétu budeme proto
aplikovat aZ na vhodné upravenou soustavu rovnic. UZitim Uprav 1 - 4 budeme postupné
upravovat rozsitenou matici soustavy na trojuhelnikovy tvar tak, aby aj; = 0 proi>j.

Zpusob upravy ukazeme v nasledujicich piikladech.

Resené dlohy

Piiklad  Re$me soustavu rovnic

X, + X, + 5%, = -7

X, + 33X, + X, = 5
2X, + X, + X; = 2
2X, + 33X, — X, = 14.
Regeni:

v Iy

Upravy rozsitené matice soustavy budeme zapisovat do nasledujici tabulky. Posledni sloupec,

pro jehoz prvky plati

da;+b;, i=1...m,
=1

= i’*,i

¥
l|\\
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je kontrolni a soucet prvku v fadku matice rozSitené musi vzdy po provedeni Upravy ve vSech

sloupcich byt roven ptislusnému prvku ve sloupci kontrolnim.

A B ) Upravy
11 5 —7 0
13 1 5 10 (r, —
2 1 1 2 6 (b — 2n
2 3 -3 14 16 |r, — 2n
1 1 5 —7 0
0 —4 12 10
0 -1 -9 16 6 |2r, + 1,
0 1 -13 28 6 |2r, — 1,
11 5 —7 0
0 2 -4 12 10
0 0 -22 44 22
0 0 -22 44 22 |, — 1
11 5 —7 0
0 2 -4 12 10
0 0 -22 44 22
00 0 0 0

Po provedeni Uprav plati:

h(A’) = h(A’|B’) = 3 a podle Frobeniovy véty ma soustava jediné feSeni, které urcime

feSenim nové soustavy:

Xz3=-2, Xo0=2, X1 =1,
tedy X =(1,2, -2)".

4
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Piiklad  Redme soustavu rovnic

L+ X, X 3
L+ X, = 3%, -1
X, + 2X, — 3X 1
2X, + X, — 2%
Reseni
A 2 Upravy
11 1 3 6
11 -3 -1 -2 b — I
1 2 -3 1 1 r, — I
2 1 -2 1 2 r, — 2r
1 1 1 3 6
0 _4 _4 3 vymeénime radek r; a
fadek r4
0 -4 -2 -5
0 -1 4 -5 -10
1 1 1 3 6
0 -1 4 -5 -10
0 1 4 -2 -5 r, + I
0 0 4 —4 -8
1 1 1 3 6
0 -1 4 -5 -10
0 0 -8 —7 -15
0O 0 4 -4 -8 2r, — 1
1 1 1 3 6
0 -1 4 -5 -10
0 0 -8 —7 -15
0 0 O -1 -1

Po provedeni Uprav plati h(A") = 3 a h(A'|B’) = 4. Podle Frobeniovy véty neméa soustava

reseni.

k%
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Piiklad  Re$me soustavu rovnic

X, + X, - 3, - X =0
X, — X, + 2X; — X, =0
4x, — 2X, + 6X; + 3, - 4x = 0
2X, + 4X, — 2X; + 4x, - 7x, = 0.
Reseni:

A 2 Upravy
1 1 0 -3 -1 -2
1 -1 2 -1 0 r, — n
4 -2 6 3 -4 7 r, — 4
2 4 -2 4 T r, — 2n
1 1 0 -3 -1 -2
0 2 2 2 3
0 6 6 15 15 r, — 3
0 2 -2 10 -5 5 R, +
1 10 -3 -1 -2
0 22 2 1
0 00 9 -3
0O 0 0 12 4 8 3r, — A4
1 10 -3 -1 -2
0 22 2 1
o 00 9 -3 6
0O 00 O O

Soustava rovnic je homogenni a tedy vzdy plati h(A) = h(A|B), nebot B = (0,0,0)", tj.
soustava ma reSeni. Neni tedy nutno psat sloupec B.
Hodnost h(A) = 3.

Pro soustavu rovnic

X, + X, - X, - X =0
- 2X, + 2X; + 2%, + X = 0
9%, - 3, =0

4
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zvolime vhodné 2 (t.j. (5 - 3)) parametry: Xs = 6p a X3 = . Pak dostaneme x4 = 2p,
Xo=(Q+5p axi=7p-q.
Redeni soustavy je Xy =7p-q, X2 = 5p+0, X3=0, Xa=2p, Xs=6p, p,q € R.

Vyklad
Uréeni inverzni matice uzitim Gaussovy metody

M¢jme matice A a E obé typu (n, n). Budeme-li provadét v matici A Upravy uvedené
pod body 1 - 4 Gaussovy eliminac¢ni metody pro feSeni soustav rovnic a upravime-li tak
matici A na matici E typu (n, n), Ize vSechny provedené Upravy vyjadrit jako nasobeni
matice A matici B, kde A . B = E. Z toho je ziejmé, 7e matice B = A™. Proved'me stejné
Upravy
ipromatici E, t.j. E.B =E . A= A", To znamen4, Ze takto vznikla matice je inverzni

matici k matici A.

Resené tlohy

A1/
Py

1 0 -1

Priklad  Uréeme inverzni matici k matici A =| 1 2 3.

-1 1 O
Redeni:
Matice A a E zapiSeme do nasledujici tabulky.
A E 2 Upravy
1 0 -1 1 0 O 1
1 2 3 0O 1 O 7 -1
-1 1 0 0O 0 1 1 r+n
1 0 -1 1 0 O 1
0 2 4 -1 1 0 6
0o 1 -1 1 0 1 2 213 -1
1 0 -1 1 0 O 1 6['1 -I3
0 2 4 -1 1 0 6 3r, + 2r3
0 0 -6 3 -1 2 -2
6 0 O 3 1 -2 8 1
0 6 O 3 1 4 14

109

" ¥
* -
* *
* -

* o



Matematika |, ¢ast | Soustava linearnich rovnic

0 0 -6 3 -1 2 -2 1
(- %)
100 3 F % 3
o0 s :
0 01 1 1 _1 1
2 6 3 3
A.Al=E E.AT=A"
11 1
: 1 3
_1 1l 1 <
A‘ze 3|
211 1
2 6 3

Kontrolni otazky

1. Matice soustavy je matice vytvorena

a) ze sloupce pravych stran (by, ..., by,),
b) z koeficientd soustavy aij,
C) z n neznamych Xq, ..., Xp.
2. Pokud sloupec pravych stran by, =0 pro k=1,..., m, pak soustavu nazyvame

a) soustavou homogennich rovnic,
b soustavou nelineéarnich rovnic,
a) soustavou nehomogennich rovnic.
3. Cramerovym pravidlem lze feSit
a) jakoukoli soustavu linearnich rovnic,
b) soustavu linearnich rovnic, pokud matice soustavy je singularni,
c) soustavu linearnich rovnic, pokud matice soustavy je regularni.
4. Matematickd véta, podle které se urcuje pocet reSeni soustavy linedrnich rovnic se nazyva
a) Gaussova,
b) Cramerova,
c) Frobeniova.
5. Soustava linedrnich rovnic A-X=B ma feSeni
a) vzdy,
b) pravé kdyz h(A) =h(A/B),

4
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e

N
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c) pokud je pocet neznamych Xq, ..., X,; a pocet rovnic stejny.
6. Gaussova eliminac¢ni metoda feSeni soustav linearnich rovnic spociva v Upravé rozsireni
matice soustavy
a) tak, aby ve sloupci pravych stran byly samé nuly,
b) na trojahelnikovy tvar tak, aby ajj =0 pro > ],
C) na trojuhelnikovy tvar tak, aby ajj=0 pro =]
7. Homogenni soustava linearnich rovnic
a) ma vzdy feseni,
b) ma vzdy nenulové resent,

C) nema feseni.

Odpovédi na kontrolni otazky

1.b); 2. a); 3.¢);4.¢); 5. b); 6.b); 7. a).

Ulohy k samostatnému fe3eni

1. Reste raiznymi zpasoby soustavy linearnich rovnic (Cramerovym pravidlem, pomoci

inverzni matice a Gaussovou eliminaci):

X +y =1 b)2x—6y=4 X — Yy + 22 = 4
a)x—y=7’ X - 9y =1 ° c) 3 + 5y - z= 9,
-4 + 2y + 3 = -17
4x - 2y + 6z = 4
6x - 3y = 24
X + 5y - 2z = 14
d) e) 4y - 7z = -13
2x — 8y + 52 = -11 |
S5X + 6z = 43
-3 - 3y - 7z = 1
4, — X, + 2X; = -7 2X, — X, — X3 = -3
f) x, + %X, + 2, = 0 g) 3x, + X, — 5x, = -12
5, - X, — 3X; = 9 5X, + X, — 2X; = 9

4
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2x, + 3X, - 4x, = -14
h) 2x, - 3, + Xx; = 13 .
2X, + 9%, - 9%, = 20

2. Reste soustavy linearnich rovnic:

3X, + 4x, + 2%, = 2
a) X, — 2X, + 3%, = 2,
2X, + 6Xx, - X3 =0
2X, + X, — X3 + X,
X, — X, + X5 — X
C) 1 2 3 4
X, + 2X, — 2X; + 2X,
2X, + X, + 2X,
= 2%, + 0 X; = 33X,
) L+ X, = 2%, 4+ 2X,
e
3X, - 3X; + X,
2X, — X, — X3 — X,
X, — X, + 95X, = 1
) X, — 2X, + 4x, = -1
9 ,
2X;, — 33X, + 9%, = 0
2X, — 4X, + 8x; = -2
i 2X, — X, + 3, =
X, — X, + X; + X, =

3. Reste soustavy homogennich rovnic:

4 - vy =0
5x + 3y = 0
4, - 2X, + X; = 0
0 LT X, = Xy = O’
X, — 2X, + X3 =0
2X, — X, X; = 0
. — X, + X, 4+ 4x, =
e) X, + X, + 4x, — 2x, =
- X, + Xy - 2X, =

X, — X, + X3 = 2
b) 2x, - 3, + 4x, = 4,
X, - Xy = 2
0 2X, — X, — 2%, + X,
= 3' q) X, — X, — X3 = X,
1 X, — 2X, — X, 2X,
3 2X, + 2%, + X,
= -3
_ & 0lx + 02y + 03z =
~ 0, ) 03 - 0ly + 02z =
) 05x - 04y + 0lz =
X, — 5%, + X; = 5
h) 2X, — X, + 3X; = 2
X, + X, — X3 =0
2X, + 2X, + 3X; = 3
3 X, + X, + X3 + X, =
4 ) X X, - X, =
X, — X3 + X, =
b) X, + 5, + x; =0
X, X, X, = 0
. — 2X, + X; =0
d) X, — 3X, + 3X; = 0’
2X, — , — 4, =0
X, + , — 9%, =0
0 2X, + 2X, — 2%, — 3X,
o, f) x, - X + X,
0 X, + 2X, + X3 + .
112
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X, - 2%, = X3 + X, =0
g) 2x, — X, + 4x, - 3, = 0,
X, + X, = X =0
4, + 2X, + X3 — 2X, + X, =0
h) X, + 4X, + Xy + X, — 2X; = 0.
2X, — 2X, 4+ 3X; - 2X, - 2%, = 0
X, + 3X, + 4x, - 2x, =0

4. Proved'te diskusi feSeni soustav vzhledem k parametru k:

X, — X, + X, = 1

X — 2y + z =1
X, — X3 + X, = -1
a) X — y + 3z = 0, b) :
X, + X, - 2x, = 0

X — 4y - 3z = Kk
-X; + X, + X, = k

5. ZvétSime-li jednu stranu trojahelnika o 11 cm a druhou stranu 0 11 cm zmenSime,
dostaneme rovnostranny trojuhelnik. Kdyz prvni stranu vyndsobime étyimi, je 0 10 cm
VEtSi neZ trojnasobek tieti strany. Vypoctéte velikosti stran trojuhelnika.

6. Kyselina sirova je sloZzena z vodiku, siry a kysliku. Pomér hmotnosti vodiku a siry je 1 : 16
a pomér hmotnosti kysliku a siry je 2 : 1. Kolik kazdého prvku obsahuje 1323 g kyseliny?

7. Hutnik mé ¢étyti razné slitiny, které obsahuji cin, olovo, vizmut a kadmium. Prvni slitina
obsahuje 20 kg cinu a 10 kg olova. Druhéa obsahuje 12 kg olova a 6 kg cinu. Treti
obsahuje 10,5 kg vizmutu, 6,4 kg olova a 3,1 kg cinu. Posledni slitina obsahuje 10 kg
vizmutu,5kg  olova, 2,5 kg kadmia a 2,5 kg cinu. Jaké mnozstvi kazdé slitiny je tieba
pouZzit na piipravu slitiny, kterd by obsahovala 81 kg vizmutu, 75 kg olova, 15 kg kadmia
a 40 kg cinu ?

8. Vypoctéte proudy (podle Kirchhoffovych zakona) ve vSech vétvich elektrickych siti podle
obr. a, b, kde hodnoty jednotlivych odpori a elektromotorického napéti jsou:

a) R=1000Q, R1=50Q, R,=150Q,U=2V,

b) Up=46V, U;=62V, Ri=2Q, R;=2Q, R3=10Q,R4=4Q, Rs=15Q,Rs =
=2Q.

a) b)

R b || h B s

I3 I3
Y Ro A I:Iﬁ“ R
|I 5

us Re l|JZ QRS
|
I D
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Vysledky tloh k samostatnému reSeni

=

a) (2, -5), b) nemaieseni, c) (2,0,-3), d)(1,1,-1), e)(5,2,3), f)(15,-3),0) 3,4,5),
h) nema feseni.

.a) (82, 154 t), b) (t+2, 2t 1), c)neméartedeni, d) (S5, 1+3t 52, t),

5 ' 10

N

e) (r, 5r-4s-9, s, 7-3r+3s), f) (4-r, 5-r, 1), g) (3-6t, 2-t, t), h) nema reSeni,
1) (r, 2r+3s-3, s, 1-r+2s), j) (-2, 2-t, -3, t).
3. a)(0,0), b) (2t -, 3t), ¢)(0,0,0), d) (3t 2t, 1), e) (7, 3t,-2t, t), ) (-, t, -3t, 2t),
g) (t, 2t, 3t, 4t), h) (t, -t, 2t, 3t, 2t).
4. a) pro k = 3 nekone¢n¢ mnoho feSeni,  b) pro k # -3 nema feseni,
pro k # 3 nema reseni, pro k = -3 nekoneé¢né mnoho ieseni.
Strany maji délku 43 cm, 65 cm a 54 cm.
27 g vodiku, 432 g siry a 864 g kysliku.
Je tfeba 5,4 kg 1. slitiny, 45,6 kg 2. slitiny, 40 kg 3. slitiny a 120 kg 4. slitiny.
a) lh=1,45mA, I, 0,48 mA, 1 1,93 mA, b) 11 =2A, 1, =7A,13=9A, I, =6A, Is =
=3A, lg=-4A.

© N o U

Kontrolni test

1. Reste soustavu linearnich rovnic pomoci Cramerova pravidla:

—X1 + Xy — 2X3 = 6
5X1 + 2Xp + SXx3 = 1
3X1 - 2X2 — X3 = -1.

a) (L91), b) (13-2).

2. Reste soustavu linearnich rovnic:

4X1 + 3X2 + 6X3 = 1
3X1 + 5X2 + 4X3 = 10
X1 — 2X2 + 2X3 = -9,

a) (L-10), b) (1-18t;3+2t;—2+11t),teR.
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3. Resdte soustavu linearnich rovnic:

X + 2y + 3z = 4
X + vy - z =1
2Xx + 4y + 6z = 3.

a) nemafteseni, b) (-1-t;1-t;1+t),teR.

4. Reste soustavu linearnich rovnic

Xg + 2Xp - X3 = 5
2X1 — Xy + 3X3 = -5
4y + 3Xp + X3 = 5.

a) (-1-t;3+t;1),teR, b) (41L1).

5. Reste soustavu rovnic pomoci Cramerova pravidla:

2Xx - 3y + z = 2
X + by - 4z = -5
4 + y - 3z = 4.

a) (1,3,9), b) (56,10).

6. Reste soustavu linearnich rovnic uzitim Gaussovy metody:

2X7 + Xo + 4X3 + x4 = 1
Xp + 2Xp + 33 + 44Xy = 2

41 + 3Xop + 2X3 + X4 = 3

3Xp + 4Xy, + X3 + 2X4 = 4.

a) (t,1-t,—t,t), b) (-1-3t,—t, t,1+t).

7. Reste soustavu komplexnich linearnich rovnic

3y + 2X, - X3 + X4 =0
Xp + Xp — Xg + 5Xg4 =0
2Xy + X + 3X3 - X4 = 0.

a) (-t,3t,2t,—t), b) (10t,—16t, —t, 1).

8. Reste soustavu linearnich rovnic pomoci inverzni matice

X +y + 2z =1
2X — Yy + z = -2
4 +y + z = 4.

a) (2,2,-3), b) (12-2).

4
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Vysledky testu

1. b); 2. b); 3. a); 4. a); 5. b); 6. a); 7. b); 8. b).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 6 piipadech, pokracujte dalsi kapitolou. V opacném

piipadé je treba prostudovat kapitolu 2.5. znovu.

k%
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2.6. Vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

Cile

V této casti se budeme zabyvat hledanim ¢isla A, které je feSenim rovnice
A.xX = AX, 1)
kde A je matice fadu n. Znalost feSeni takové rovnice méa radu aplikaci nejen

V matematice.

Definice 2.6.1.

Necht A = (a;) je matice ¥adu n, kde aj; € C. Cislo A e C se nazyva vlastni nebo

charakteristické &islo matice A, jestliZze existuje nenulovy vektor x e C" tak, Ze

A . x =) x. Vektor x se nazyva vlastni nebo charakteristicky vektor piislusny k A.

NV}
T\

Poznamka

MnoZinu viech vlastnich cisel matice 4 nazyvame spektrum matice A.

Pl
¢

eSené ulohy

Priklad Necht

o) el
PR TN

To znamena, 7e A = 3 je vlastni &islo matice A a x = (2, 1)" je vlastni vektor piislusny k A =

= 3. Ztejmé také kazdy nenulovy nasobek vektoru x je vlastnim vektorem, protoze

4
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A(kx)=K(A .x) =k x) = Mk x).

Tak napiiklad (4, 2) je také vlastni vektor piislusny k A = 3. Plati
& =L
= =3 :
1 2 6 2
Vyklad

Rovnici (1) maZzeme zapsat ve tvaru

A-"E)Xx -0,
coZ piedstavuje soustavu homogennich rovnic
(all - 7\‘)X1 + apX, + .o F A X, =
ayX, + (8, —A)X, + .. + a X, =
a X, + a,X, + .. + (a,-A)x, = 0

ktera ma netrivialni feSeni, prave kdyz det (A - AE) = 0. Vypocéteme-li piedchozi determinant,
ziskame polynom p(X) stupné n. Tento polynom se nazyva charakteristickym polynomem a
rovnice det (A - AE) = 0, charakteristickou rovnici matice A. Resenim rovnice p(A) = 0 jsou

vlastni ¢isla matice A. Tak dostaneme n, ne nutné raznych, vlastnich ¢isel matice A.

Resené dlohy

Priklad  Uréeme vlastni ¢isla a odpovidajici vlastni vektory matice

2 -3 1
A=]1 -2 1]
1 -3 2

Reseni:

4
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2—A -3 1
Charakteristicka rovnice ma tvar 1 -2-2 1 |=0.
1 -3 2—A
Dostaneme (2-A)(-2-A)(2-1)-6-(-2-X)+6(2-1)=0,t].
-Mr-1)? = 0.
Vlastni ¢isla matice A jsour; =0, A, =Az3=1.
Spektrem matice A je tedy mnoZina { 0, 1 }.
Nalezeni vlastnich vektora prislusnych k vlastnimu ¢islu A, = 0 pak vede k feSeni soustavy
rovnic
A-0.E)x=o,

COZ je soustava

1 -3 2-0/\x
tj.
2X, — 33X, + X3 =0
X, — 2%, + X; = 0.
X, — 33X, + 2x; = 0

Pouzitim Gaussovy elimina¢ni metody zjistime, Ze ekvivalentni soustava ma tvar

2X;, — 3, + X; = 0
- X, + X, = 0
PoloZime X3 =t a dostaneme X; = X, = x3 = t. ReSeni soustavy je tedy tvaru
x =ttt , teC.
Kazdy nasobek vektoru (1, 1, 1)" je vlastnim vektorem matice A piislusnym k vlastnimu
¢islu A =0.

Podobné pro vlastni ¢islo A, = A3 =1 budeme resit soustavu

A-1E)x=eo,
COZ je soustava
2-1 -3 1 X,
1 -2-1 1 [|x,|=
1 -3 2-1/\Xx,

4
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g.

X, — 33X, + X3 =0
X, — 33X, + X3 = 0.
X, — 33X, + X3 =0

Pouzitim Gaussovy elimina¢ni metody uré¢ime ekvivalentni soustavu
X1-3X2 +X3=0.
PoloZzime X, =r1, x3 =s adostaneme X; = 3r - s. ReSeni soustavy je tedy tvaru
x=@3r-sr,9)", r5seC.
Kazdy nasobek vektoru (2, 1, 1)" je vlastnim vektorem matice A piislusnym k vlastnimu

¢islu M =A3=1.

Ulohy k samostatnému feseni

1. Najdete vlastni ¢isla a k nim prislusné vlastni vektory matice:

AV N T T ) BT

L 010 111 12 1
e)(zsj,f) 001, g |0 21, h |0 3 1,
000 00 05 -
2 000
4 -5 1 —2 0 1 T2 0 0
|1 0 -1 |, |j 10 -1, K ,
) ) )0030
0 1 -1 01 -
000 4
3000
4100
1)
0021
000 2

Vysledky uloh k samostatnému FeSeni

1. am=5x=(t1)h=-1, x=(t-20)", b)Aa=3x=(@4t3);1=2 x=(1)
OhM=n=2, x=(t,1)7, d)r=3+4i,x=2it,1)"; h=3-4i, x=(-2it, t)",
M=2+i0, x=(t @+ =2-0, x=(t, (1-1)", Hri=ry=A3=0,
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x=(0,0, Qrm=2,x=(t10)h=A3=1, x=(,5,-5), h)Aa=1x=(t0,0);
=4 x=(tt ) Aa=-2, x=(t,-t,50)7, i) A =2, x=(7t,3t, 1); A= 1,

x=(3t2t, ) =0, x=(t, t, 1), Jr=Ao=hg=-1,x=(t, 0,17, k) A1 =1y =2,
x=(,50,0":23=3 x=(0,0,t,0)":As=4, x=(0,0,0,1)"; 1)1y =3,
x=(2t0,0, h=1 x=(0,t,0,0;23=2=2,x=(0,0,t,0),

vidy pror, s, t € C.

Kontrolni otazky

1. Vlastni (charakteristické) ¢islo matice A tadu n je takové ¢islo 4 € C,
a) které se v matici vyskytuje nejcastéji,
b) Ze plati A-x= A1 -x, kde x je vlastni vektor,
c) ze plati 1-A=A-x,kde x je vlastni vektor.
2. Kmatici A tadu n existuje
a) pravé n vlastnich ¢isel matice A,
b) nejvyse 1 vlastni ¢islo matice A,
c) pravé n raznych vlastnich ¢isel matice A
3. Je-li vektor x vlastnim vektorem matice A, pak je vlastnim vektorem matice A také
a) kazdy nasobek vektoru x,
b) kazdy nenulovy nasobek vektoru x,
c) soucet vektoru x a jednotkového vektoru.
4. Charakteristickou rovnici matice A nazyvame
a) detA=0,
b) (A-1A)x=e,
c) det(A-1E)=0.
5. Re$enim charakteristické rovnice matice A dostaneme
a) vlastni ¢isla matice A,
b) vlastni vektory matice A,

c) prvky inverzni matice.
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Vlastni Cisla a vlastni vektory matice

Odpovédi na kontrolni otazky

1.b); 2.a); 3. b); 4.¢); 5. ).

Kontrolni test

1. Najdéte vlastni ¢isla matice

-9 2 6
A= 5 0 3|
-16 4 11

Q) =2, p=-2,13=3, b) h=Lh=-113=2

2. Najdete vlastni ¢isla matice

1 0 3
B=3 -2 -1,
1 -1 1

a) ﬂ“l =], /12 =-], 13 =4, b) /11 =], /12 =2, /13 =-3.

3. Najdéte vlastni cisla a k nim ptislusné vlastni vektory matice

o[t}

a) /11 :1, /12 :3, Xlz (t, —t), X2: (t’ t)’

b) 4 =-1 A =4, x1=(2t, - t), x,=(3t,1).

4. Najdete vlastni ¢isla a k nim prislusné vlastni vektory matice

H

D= .

15

a) A =14 =-1x;=(L1), Xp=(t 2),
b) A =4, 1) =6, xq=(t,—t), X,=(t, 1).

5. Najdete vlastni ¢isla a k nim prislusné vlastni vektory matice

2 2 -16
F=12 -7\
0 2 4

2.1

a) A123=0, x= (t,gt,gt), b) A23=1 x=(t,-t1).

6. Najdete vlastni ¢isla a k nim prislusné vlastni vektory matice

k%
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2 -1 0
G=0 1 -1|
0 2 4

a) ﬂ’l = 2, /12’3 = 3, X1= (t,0,0), Xo= (t,—t, Zt),

b) /11 = O, 2,2,3 = —2, 2,3 = —3, X1= (1,1, t), X»H= (3t,—t,1)

Vysledky testu

1. b); 2. b); 3. a); 4. b); 5. a); 6 a).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné ve 4 piipadech, pokracujte dalSi kapitolou.

V opa¢ném piipade¢ je tieba prostudovat kapitolu 2.6. znovu.
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3. VEKTOROVY POCET A ANALYTICKA GEOMETRIE

Privodce studiem

Geometrii Ize budovat metodou syntetickou nebo metodou analytickou. P#i syntetické
metod¢ pracujeme piimo s geometrickymi objekty. Pti analytické metodé jsou geometrické
objekty charakterizovany pomoci ¢iselnych Udaju. Takova analytickd metoda je uzivana napt.
v analytické geometrii a v diferencialni geometrii. Pii vykladu analytické geometrie ndm
k charakteristice geometrickych objektd poslouzi zejména algebra, na rozdil od diferencialni

geometrie, k jejimuz vykladu je nutno studovat limitni procesy.

Predpokladané znalosti

Nutnou podminkou k zvladnuti studia analytické geometrie je dobré znalost vektorového

poctu, kterym se budeme zabyvat ve druhé ¢asti této kapitoly.

Privodce studiem

Slova prostor se ve stredoSkolské geometrii uZiva pro obycejny prostor elementéarni
geometrie. VV matematice v3ak uZivame ndzvu prostor v fadé rozmanitych vyznamu. Obycejny
prostor se bude v dalS§im nazyvat trojrozmérny euklidovsky prostor nebo také euklidovsky
prostor dimenze 3 a budeme jej oznacovat E;. Rovina se bude nazyvat dvojrozmérny
euklidovsky prostor nebo také euklidovsky prostor dimenze 2 a budeme ji oznacovat Eo.
Kone¢né piimka se bude nazyvat jednorozmérny euklidovsky prostor nebo také euklidovsky
prostor dimenze 1 a budeme ji oznacovat E;. AvSak vSude, kde to bude ucelné, budeme
i nadale uZivat obvyklych termina rovina a ptimka a také budeme uZivat nazvu (obycejny)
prostor. Budeme studovat vlastnosti geometrickych objektd v prostoru E; a budeme
piedpokladat zakladni znalosti geometrie v prostoru E,. Vzhledem k pozdéjSimu pouZiti
zavedeme n¢které pojmy v této kapitole nejen pro n = 3, tj. v Es, ale obecné pro libovolne,

konec¢né neN, tj. v E,. Takovy prostor se bude nazyvat n-rozmérny euklidovsky prostor.

o=
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3.1. Euklidovsky prostor

Vyklad

Zvolme v prostoru tzv. kartézskou soustavu soufadnic. Zvolime pevny bod O, ktery
nazveme pocatkem, a tfi navzajem kolmeé piimky X, y, z prochazejici pocatkem O, které
nazveme osami. Kazdému bodu osy lze pfirozenym zpasobem prifadit redlné cislo tak, Ze
¢islo 0 je prifazeno pocatku soustavy souiadnic O. Kartézskou soustavou souFadnic budeme
rozumeét étvetici < O, +x, +y, +z >, kde O je poc¢atek a polopiimky +x, +y, +z jsou tzv. kladné
¢asti souradnicovych os X, y, z. Kazdému bodu A prostoru maZzeme nyni jednoznac¢né prifadit
usporadanou trojici realnych ¢isel (aj, a, as) (obr. 1) a naopak kaZzdé usporadané trojici

redlnych cisel (ay, az, as) je pritazen jednozna¢né bod A prostoru.

A

+z

Obr. 1

Rekneme, Ze &isla as, ay, a3 jsou soutadnice bodu A v kartézské soustavé souradnic
< 0, +X, +y, +z >. Vzhledem k vzajemné jednoznac¢nosti piitazeni boda prostoru a
usporadanych trojic redlnych &sel z R x R x R = R® maZeme prostor a mnozinu R®

ztotoznit.
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UvaZzujme nyni mnoZinu R x R x ... x R = R". Kazdou usporadanou n-tici
n-krét
(a1, az, as, ... , an) MtZzeme povazovat za bod jistého prostoru. Pro n = 1 vytvoii vSechny body
prostoru piimku (1-rozmérny prostor), pro n = 2 vytvofi vSechny body prostoru rovinu
(2-rozmerny prostor), pro n = 3 vytvori vSechny body prostoru prostor (3-rozmérny prostor) a
pro libovolné n € N vytvoii vSechny body n-rozmérny prostor. Abychom v takovych
prostorech mohli fesit ulohy, v nichz se zabyvame vzdalenostmi bodt a métrenim uhla, je
tieba zavést v prostoru tzv. metriku. Pro naSe potieby zavedeme béZnou euklidovskou

metriku.

Definice 3.1.1.

Usporadanou n-tici A = (ay, az, ... , a,) budeme nazyvat bodem n-rozmérného euklidovského

prostoru E, = R", je-li definovana vzdalenost

p (AB) = y(a,—b;)? +(a, —b,)? +..+(a, = b,)? 1)

dvou libovolnych boda A a B = (by, by, ..., by).

Poznamka

L Pron=1jep(x) (x)) = (X,—%X,)*=|x,—X,| a Ei je piimka (1-rozmérny

euklidovsky prostor).

2. Pro n=2 je p ((Xs, Y1), (X2, Y2)) = \/(xl —-X,)>+(y,-Y,)> a Ezje rovina (2-rozmerny

euklidovsky prostor).

3. Pro n=3 je p((Xu y1 22), (%2, Y2, 22) = /(X =%, )* + (¥, ~¥,)* +(2,-2,)* aEsje

prostor (3-rozmerny euklidovsky prostor).

E‘f 126
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Euklidovsky prostor

4. Vzdélenost dvou bod: je zobrazeni E, x E, — < 0,2), tj. (A,B) - p (AB) € <0,2)

spliujici axiomy:
p(AB)=0 <A=B,

p(AB)=p(BA),

o (AB) <p(AC)+ p(C,B), prokazdé AB,C €E,.

KazZdy prostor, ve kterém je definovana vzdalenost spliujici uvedené axiomy, se nazyva

metricky.

Ulohy k samostatnému feseni

1. Vypoctéte obvod trojuhelnika, jehoZ vrcholy jsou A = (2, 1, 0), B=(8, 0, 0),

C=(44,-5).

2. Zjistete, ktery z danych trojuhelnika je rovnoramenny a ktery pravouhly:

a)A=(L,4,7),B=(3, 12, -1), C=(-12,3),

by M=(-1,2,0),N=(-4,-1,0),R=(-7,5, -1),

¢)A=(1-3,3),B=(435),C=(L0-3),

dE=(2,8,6),F=(5,2,7),G6=(16,3

).

3. Naose x najdéte bod, jehoz vzdalenost od bodu N = (-4, 6, 6) je rovna 12.

4. Naose z najdéte bod C takovy, aby body A=(-4,1,7),B=(3,5, -2), C tvorily

rovnoramenny trojuhelnik.

Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1. \/37 +/38 +4/57. 2. a) pravouhly, b) rovnoramenny, c) ani pravouhly, ani rovnoramenny,

d) pravodhly. 3. (-4 + 6\/5,0,0). 4. Jestlize p (A,C) = p (B,C), pak C = (0, 0, E), jestlize p
9

(AB) = p (B,C), pak C = (0, 0, -2 + 4~/7), jestlize p (A,B) = p (A,C), pak

C=(0,0,-2-47).

%y

* *

* *

* *
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3.2. Vektory

Vyklad

Definujme nyni vektor tak, jak je obvyklé pro potieby geometrie a fyziky.

Definice 3.2.1.

Vektor m je mnoZina vSech souhlasné orientovanych rovnobéznych Gsecek stejné delky.

Poznamky

1. Orientovanou use¢kou AB rozumime usporddanou dvojici bodi A, B, kde prvni bod A

nazyvame pocatecni a druhy bod B koncovy.

2. Je-li AB e m, nazyvdme Usecku AB umisténim vektoru az, které budeme také nekdy

nazyvat vektorem a znacit také AB =B - A.

3. Je-li OX e m, kde O je pocatek souradné soustavy, pak souradnice bodu X jsou
souradnicemi vektoru ar. Vektor OX nazyvadme polohovy vektor bodu X a psi pocitani

nebudeme mezi bodem X a vektorem OX = X - O délat Zadny rozdil, tj. OX = X.

Vyklad

Z predchozi definice a nésledujicich poznamek vyplyva, Ze pro kazdeé umisténi
vektoru AB € m, A = (ai, az, a3), B = (by, by, bg), umime jednozna¢né urcit usporéddanou

trojici (b1 - a1, by - a, b3 - az) = B - A, (obr.1). Jestlize CE) e m, C = (cy, Cy, C3),
D = (ds, d, d3), pak Usecky AD a BC (obr. 2) maji spole¢ny stied S = (s, Sz, S3) a plati:

4




Matematika I, ¢ast | Vektory

Obr. 2
i = ai;dizbizci pro i=1,2,3. (1)
Odtud vyplyva, Ze
bi-a=dj-¢ proi=1,2, 3. (2)

Obracen¢ predpokladejme, Ze pro dvé orientované Usecky plati vztahy (2). Pak plati i

vztahy (1) a usecky AD a BC maji stejny stied, t.j. ATB ewa CE) e w. Tim jsme dokazali

nasledujici vétu.

Véta 3.2.1. Pro dv¢ orientované Usecky AB,CD plati AB € wm a zaroven CD € u

prave kdyz plati vztahy: bj-a;=dj-¢; pro i=1,2,3.

4
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Poznamky

IR
1. Predpokladejme, Zze AB je umistéenim vektoru ar Potom usporadanou trojici cisel
(ug, Up, U3), kde Uy =b;-a;, u=Dby-a;, uz=bs-as nazyvame souiadnice vektoru mra

piSeme &r = (uy, Uy, U3), nebo také ar = B - A (obr. 1).
2. Veta 1 rikd, Ze pro vypocet souradnic vektoru nezalezi na vyberu jeho umisteni.

3. Oznacme V3 mnoZinu viech vektor:i v E; a oznacme R® mnozinu véech usporadanych trojic
(us, U, Us) redlnych cisel. Nyni mizeme obé mnoZiny ztotoznit, Vs = R® a psat ar = (uy, U, Us).
Podobné pri oznaceni mnoziny véech vektorsi prostoru E, symbolem V, miizeme psat V, = R"
a = (U, .., Uy). Scitani vektori z V, a jejich nasobeni je nyni dano stejné jako
vkap. 2.1.

Definice 3.2.2.

IR
Necht AB je umisténi vektoru wm. Velikosti vektoru w, kterou oznacime |u|, nazyvame

vzdalenost boda A,B. Jestlize |wm| =1, potom fikame, Ze m je jednotkovy vektor.

Véta 3.2.2. Provelikost  vektoru w = (u, Uz, ..., Uy), plati

ul =JuZ+ud 4 +u?, A3)

Dakaz: Jestlize je AB umisténim vektoru w, potom u; =b; - a3, U =by-ay, ...,

..y Uy = by - @y Z rovnosti |u| = p (A,B) a ze vzorce (1, kap. 3.1) ihned vyplyva (3). Tim je

dukaz véty proveden.

E‘f 130
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Vyklad

Predpokladejme, Ze jsou dany dveé polopiimky CA, CB (obr. 3). Ob¢ polopiimky maji
spole¢ny poc¢étecni bod C a rozdéluji rovinu ABC v obecném piipadé na dva neorientované
uhly, z nichZ jeden je konvexni (v obr. 3 je jeho velikost oznacena ¢ ) a druhy je nekonvexni

(v obr. 3 je jeho velikost oznagena 2 & - o). Cislo ¢ nazveme odchylkou poloptimek CA, CB.

Obr. 3

V piipadé, Ze polopiimky CA, CB jsou totozné, resp. navzajem opac¢né, definujeme ¢ =0,
resp. @ = n. Z piedchazejici uvahy vyplyva, Ze pro odchylku dvou poloptimek o spole¢ném

pocatku plati: ¢ € <0, T > .

Definice 3.2.3.

Necht CA, CB jsou umisténi dvou nenulovych vektori w, w (obr. 3). Ozna¢me symbolem

¢ odchylku polopiimek CA, CB. Cislo ¢ nazyvame Ghlem vektori u, v. Jestlize ¢ = n/2,

potom tikame, Ze vektory w, v jsou navzajem kolmé.
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Ulohy k samostatnému feseni

1. Urcete koncovy bod N vektoru a = I\/TN = (4, 2, 3), je-li jeho pocétecni bod M = (2, 0, -1).
2. Urgete velikost vektorii p = (0, -4, 3), q = (3, 4, -12), r = (2, 1,4/3).

3. Vypoctéte souradnice a velikost vektori a = Cjb\, b= SB ,kde A=(1, 2, 3),
B=(2, -2,-6),C=(-3,0,3).

4. Jsou dany tti za sebou jdouci vrcholy rovnobéznika ABCD: A = (2, -2, 2), B=(4, 2, 0),
C = (7, 4, 3). Najdéte souradnice vrcholu D.

5. Najdéte souradnice stiedu S Usecky AB, kde A = (1, -2, 4), B=(1, 3, 2).

Vysledky Uloh k samostatnému reSeni

1. N=(6,2 2). 2. [p| =5, |ql =13, [v| = 242 3.a=(420),al =245,

b=(5-2-9),b=+110. 4 AB=DC=D=(50,5). 5.S=(1, % 3).
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3.3. Operace s vektory

Vyklad

Definice 3.3.1.

Necht ¢ je thel dvou nenulovych vektorti m, v (obr. 3). Skaldrnim sou¢inem vektora
u,v rozumime ¢islo, které budeme oznacovat w.v (nékdy stru¢né mv) a které definujeme

rovnosti
uv =|u||wv]|coso. @

JestliZe je alespon jeden z vektora nulovy, pak definujeme w.v = 0.

Véta 3.3.1. Skalarni soucin dvou vektori je roven nule pravé tehdy, kdyZ oba vektory jsou
bud’ nenulové na sebe kolmé nebo alespon jeden z vektoru je nulovy.

Dakaz: Vétaje primym dasledkem piedchazejici definice.

Véta 3.3.2. Pro libovolné dva vektory w = (uy, ..., Uy), Vv = (V1, ..., Vq) plati:

WV = UVy + UpVo + ... + UpVy 2

Dikaz.

a) Predpokladejme nejprve, Ze vektory m, v jsou linearn¢ nezavislé. Potom jsou body A, B, C

vrcholy trojuhelnika (obr. 3), v némZ plati kosinova véta
ju - v’ = [uf + [v[* - 2ju| |v] cos o,
Cili
(Ug - V)% + (Uz - V2)® + oo+ (Un - V)2 = (U)? + (Up)? + o+ (Un)? + (Ve)2 + (V)P + .. +

+ (V)% - 2(w.v).

4
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Jednoducha Uprava této rovnosti nas dovede ke vzorci (2).

b) Predpokladejme, Ze vektory w, w jsou linearné zavislé. V tomto piipadé body A, B, C leZi
na jedné piimce a obratu s kosinovou vétou nelze pouZit. Jeden z obou vektora muzeme
napsat jako soucin druhého vektoru a realného ¢isla k. Necht' napiiklad v = k..

Predpokladejme nejprve, ze k > 0. Potom mazeme psat:

uv =|u||v|cos0=|a|.ku|=

:k\/ul2 +Ui+.+ul \/uf + UL+ U2 = KuZ + KUS+AKUZ = UV, ULV, LUV

V piipadg, Ze k< 0, postupujeme analogicky, piipad k = 0 je evidentni. Tim je véta dokazéna.

Poznamka

1. Ze vzorcu (3), (kap. 3.2) a (2) (kap. 3.3) plyne okamzite spravnost dalSiho vzorce pro

vypocet velikosti vektoru ar:

uf = Ju.u
UZijeme-li oznaceni & = mr.ar, miizeme prredchazejici vzorec napsat struéné ve tvaru
u| = Ju? | nebo |af? = o
2. Skalarni soucin vektoru, ktery je zobrazenim
Vo xVh =R, (I.w) > uvi + Upvo + ... + Upvy € R,
spliuje nasledujici vztahy, jejichz spravnost plyne z vlastnosti realnych cisel:
uv=vwvu,
(ker). v = k(. w),
(m+v).w=mw+ v.w,
pro kazdé ar, v, w €V, a k e R.
3. Velikost vektoru je zobrazeni V, - <0,), |u| - \/ﬁ e R az vlastnosti realnych cisel
vyplyvaji primo vztahy

|l =0 < u= o,
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|kar| = [K| |a],
|+ v < |a| + |¥],

provsechna ar, v €V, a k eR.

4. Vektory a, w, které jsou linearne zavislé, tj. s = kw; k € R, se nazyvaji kolinearni.

Resené tlohy

Priklad Urceme Uhel vektoraim = (1,1,0)awv = (0, 1, 1).
Reseni:
u.v 10+11+01 1 42 n
CoSp = = =——=—=0=—.
W~ 22 2z T
Definice 3.3.2.

Necht jsou dany vektory m = (ug, Uz, U3) @ v = (Va, Vo, V3). Vektor

ktery znacime wm x v, se nazyva vektorovy soucin vektori ma w.

Poznamky

1. Vektorovy soucin je zobrazeni V. — Vs, (m, ¥) — @ x we V3 spliujici vztahy
U xv=-vVXxiu,

(kam) x v =k(ax x ¥),

(m+vV)xw=uxw+ vxw,

proviechna k eR a ar, v, w € V.

2. Vektorovy soucin vektoru ar, wlze zapsat ve tvaru determinantu

4
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i §j k
uxv=iu U, Us
Vi Vy V3

kde 7= (1,0,0), g= (0,1,0), &= (0,0, 1) jsou jednotkové vektory ve smeru os kartézské

soustavy sourradnic. Rozvojem podle prvniho 7adku totiZ dostaneme

u, Uus us U u, Uu,

uxv= 1

+ k

Vo, V3 V3 vV Vi vV,

3. Z definice vektorového soucinu zejme plyne, Ze pro nenulové vektory ar, wplati, Ze

u x v = @ prave tehdy, kdyZ ar, w jsou linearné zavislé.

Véta 3.3.3. Vektorovy soucin m x v je vektor kolmy na vektory m, v € V.
Diitkaz: Pro vektor u:

i §j K wi wj wkl |u; u, u,
w(wxv)=w. U U, Ug/=(U; U, Ug|[=|u U, Uz =0.
Vi, V, V| |V Vv, Vg V, V, Vi

Vzhledem k tomu, Ze skalarni soucin w. (m x w) =0, jsou vektory w a m x v na sebe kolmé.

Pro vektor v je dukaz obdobny.

Véta 3.3.4. Pro kazde dva vektory w, v € V3 plati
|wxwv|=|w||wv]sing, kde ¢ je Uhel vektori m, v.

Diikaz: Dokazovany vztah umocnime na druhou. Leva strana rovnosti pak je

2 2

2
u2 u3
VZ V3

U, U
Vs V;

u, U,

= (U,v, - U3V2)2 +(Ugv, — U1V3)2 +
Vi VY,

laxv [ =

+ (Uv2 + Uvi)? = U2VE = 2U,U.V,V, + UPVE + u2vZ — 2u,U,V,V, + UPV2E +

2

+ U2V — 2u,U,v,V, +UdV?.

4
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Upravime pravou stranu uZitim véty 2.

21w 12 cin? ;= 21 o 12 2 N\ _ 21 o 12 2| o 2 rac2i =
la v |"sin“p= | ["|v|"(1-cos"g)= |m["|v [ - |u[]|v][cosp=

USVZ + USVE + USVE + UZV2 + UdVa + Usv) + UuivE + udvi +uivi —u

— uivZ —2u,u,V,V, — 2U,U,V,V, — 2U,U.V,V, =

| P v [P ()’ = (UF + U3+ U)(V] 4 V5 4 VE) = (U UV, +UgY,)E =

2\,2 2,,2
1V UV, —

= USVZ + UsvZ + U2V5 + UdvE + ulvs + udv: —2u,u,v,v, — 2U,U,V Vs — 2U,U,V,V, .

Z porovnani vysledka plyne, Ze leva strana rovnosti se rovna prave.

Poznamky

—>

—>

1. Pri umisteni vektorz OX e m, OY e v je velikost vektorového soucinu rovna obsahu

rovnobeéznika O, X, Y, X+Y (obr. 4) pro |ax x v| =0.

A

uxv

X+Y

2. Vektory m, v a w=ux v

(obr. 5).

k%

Obr. 4
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pravotociva trojice vektora

(w, v, w)

levotociva trojice vektort

(w, v, w)
Obr. 5
Resené dlohy
Priklad Stanovme obsah trojuhelnika o vrcholech A=(1,0,1),B=(2,-1,1) a

C=(,1,-1) (obr.6).
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Redeni:
¢ -
AB =B-A=( -10)
_)
AC=C-A=(0,1 -2).
A B
Obr. 6
. . i §j k
PA:%|AB><AC |=%|1 -1 o|=1|2i+2j+k|=%|(2,2,1)|=
0 1 -2

= %4/4+4+1 = g

Definice 3.3.3.

Cislo w.(v x w) se nazyva smiseny sou¢in vektori w, v, w € Vs.

Poznamky
1. SmiSeny soucin vektor: je zobrazeni V; — R, (&, v, w) - u.(v x w) €R.

2. SmiSeny soucin vektori ar = (U, Uy, Uz), W= (V1, Vo, V3), W = (W1, Wy, W3) lze vyjadrit

nésledujicim zpisobem:

Vo Vg |Vs Yy

(Ul, Uy, U3) . ((Vl, Vo, V3) X(W]_, Wo, W3)) = (Ul, Uo, U3) . (

W, W (W W,

4
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vV, V, vV, v,

—[I; + U, = (v, Vv, V.

W, Wy u, Wy W, W,

W, W, W,

3. Z vlastnosti determinantuz plyne, Ze jakakoliv vymeéna dvou vektorz smiSeného soucinu meni

jeho znaménko.

- -

Véta 3.3.5. Necht OX,0Y,0Z jsou umisténim linearné nezavislych vektora

u, v, we Vs Pak | m.(v x w) | je rovna objemu Sikmého hranolu (rovnobéznosténu)
ovrcholech O, X, Y, X+Y, Z, X+Z, Y+Z, X+Y+Z.

Diikaz:

X+Y

X+Y+Z

Obr. 7

Obsah rovnobéznika O, Y, Y+Z, Z je roven v x w/. Plati [m.(v x w)| = [u]. [w x w|cos¢],
kde ¢ je Uhel vektori m a v x w. Vyraz |u|.|coso| je pak velikost vysky uvaZzovaného hranolu
nasténu O, Y, Y+Z, Z.

4
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Poznamky

1. Z definice smiSeného soucinu a z vety 5 plyne, Ze pro nenulové vektory ar, w, ww plati

w.(v x w) = 0 prave tehdy, kdyZ jsou linearné zavislé.

2. Linedrne zavislé vektory ar, w, ww se nazyvaji komplanarni.

Resené dlohy

Priklad Stanovme objem hranolu uréeného vrcholy (0,0,0), (1,1,1), (2,-1,0), (4,0,-1).

Reseni: Zbyvajici vrcholy maji souradnice (3,0,1), (5,1,0), (6,-1,-1) a (7,0,0).

1 1 1
V=|[2 -1 0l =|1+4+2]=T.
4 0 -1

Kontrolni otazky

1. Jak je definovana vzdalenost dvou libovolnych bodu A =(a;,a,,a;), B=(b;,b,,b;)

3-rozmérného euklidovského prostoru:

a) p(A,B)= \/(al + b1)2 +(a+ b2)2 +(a+ b3)2 )

b) o(A,B)= \/(al - b1)2 +(a, - b2)2 +(a3— b3)2’

¢) p(A,B)=y/(af —b7)+ (a3 —b3) + (a3 +b3).

2. Pro Uhel ¢ vektort w, v plati:

a) pe<0,7 >,

b) pe<0,27 >,

T
C) p=—.
) @ 5

A1/
an
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3.

Plati-lipro m # @,k #0, ke R: v=Kk-w, nazyvame vektory w,v:
a) kolinearni,

b) komplanarni,

C) opacne.

Ktery z nésledujicich vyroku definuje skalarni souc¢in vektord w, v:
a) w-v=|u|-|v|-sing,

b) w-v=|u|-|v|-cosg,

c) wv=|ul-|v|-tge,

Vyraz w x v=o plati pravé tehdy, kdyZ nenulové vektory w,v jsou:
a) linedrn¢ nezavislé,

b) linearn¢ zavislé.

Co je geometrickym vyznamem velikosti vektorového souginu vektorii OX, OY :
a) objem rovnobéznosténu se zékladnou O, X, Y, X+,

b) obsah trojdhelnika s vrcholy O, XY,

c) obsah rovnobéznika s vrcholy O, X, Y, X+Y.

SmiSenym souc¢inem vektori w,v,w nazyvame:

a) vektor u x (vxw),

b) ¢islo w - (v-w),

c) ¢islo w - (vxw),

Vyraz w - (vxw) =0 plati prave tehdy, kdyZ nenulové vektory w,v,w jsou:
a) komplanarni,

b) navzajem kolmé.

Odpovédi na kontrolni otazky ﬂ;}-/l

1.b), 2. a), 3. a), 4. b), 5. b), 6. ¢), 7. ), 8. a).

4
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Ulohy k samostatnému feseni

1. Vypoctéte skalarni soucin a thel vektora a, b, kdyz
Aa=(11-4),b=(1-22),
bya=(2 3, -1), b = (13, -6, 8).

2. Provektory a, b plati |a|=5,|b | = 4ajejich thel ¢ :%. Urgete a) ab, b) a®, b?,

c) (a - b)>.

3. Doplite chybgjici slozky kolinearnich vektorai a = (3, a; as), b= (b, 4, bj),

e =(6,2,-3).
4. Vypoctete ab, jestlize a = 6i + 4§ - 3k, b =5i - 2§ + 2k.

5. Jsou dany tii body A = (-1, 2, 3), B = (1, 1, 1), C = (0, 0, 5). Dokate, ¢ AB_L AC a

stanovte vnitini Ghel B pti vrcholu B v trojuhelniku ABC.

6. Pti kterych hodnotach ¢isel o, B jsou vektory a = -5i + 3§ + fkka b = ai - 6§ + 8k

kolinearni ?

7. Urcete vektor x kolinearni s vektorem a = (3, 1, -2), jestlize x.aa = 42.

8. Vektor x je kolmy na vektory a = (6, 3, 0), b = (1, 7, 2). Urcete jeho souradnice, je-li

x.¢ =6, kde e = (4, -4, -2).

9. Jsou dany tii vektory a, b, e. Urcete vektor x, plati-lia = (2, -1, 3), b = (1, -3, 2),

e =(3,2-4),xa=-5xb=-15 x.e = 20.
10. Urcete velikost pravouhlého pramétu vektoru b do vektoru a, je-li dano
a=(-2,12), b=(-4,21).

11. Vektory a, b sviraji thel ¢ = % Urcete |a x b, je-li |a| =3, |b| = 4.

12.Urcetea x b, |a xb|, je-lia=(1,2,3),b=(32,1).
13. Zjednoduste vyraz (i + 2k) x (2i - 3§ + k).

axh
14. Odvod'te platnost vyrazu tge = % , kde ¢ je uhel vektora a, b.
a.

15.Jsou dany vektory a = 3i + k, b = -i + 4§. Urcete vektor e kolmy k danym vektoram.

16.Jsou dany body A, B, C. Urc¢ete souiadnice bodu D a obsah rovnobéznika ABCD, je-li

dano A =(8, 7, 6), B = (-12, 10, 10), C = (-8, 1, 10).
17. Urcete obsah A ABC, kdyz A =(1,2,0),B=(3,0,-3),C=(5, 2, 6).

= ol
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18.Je dan A ABC. Vypoctéte vysky trojuhelnika vy, vp, ve. A = (3,2, 1), B =(0, -1, 1),
C=(-2,20).

19.Jsou dany vektory a, b, e. Urcete a.(b x e).
aa=(230),b=(101),e=(211)
b)a =4i +3§ -2k, b =-i+2k, e =4i-2j.

20.Zjistéte, zda vektory a, b, € jsou komplanarni.
a)a=(3,4,0),b=(54-3),e=(48,3),
b)a =(0,2,-3),b=(6,4,-2),e=(-21,3),
c)a =4i + 3§ +5k, b = -i -2k, e =8i +6j + 10k.

21. Zjistéte, zda dané ¢tyii body leZi v jedné roviné: A= (0, -7, 1), B =(4, -2, 0),
C=(8,0,-2,D=(1,-51).

22. Je dan rovnob&znostén ABCD A'B'C'D vrcholy A= (0, 1, 2), B= (5, 2, 3), D = (-1, 6, 4),

A’ = (0, 1, 6). Urcete souradnice vrcholu C, B’,C’, D’ a objem télesa.

. . ] 1
23. Urcete objem ctyistenu ABCD, jestlize plati Vetyrstanu =5 Viovnobesnostenu-  Vrcholy

¢tyrstenu: A=(2,1,0),B=(7,4,),C=(10,3,-4),D=(3, 6, 3).

Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1.a)ab =-9, @:37“; b)ab =0, (p:g:aib. 2.a) 10, b) 25, 16,

c) a’- 2ab + bh? = 21. 3.a=(3;1;-15), b = (12, 4, -6). 4. ab = 16.

5.AB.AC=0= AB | AC, cosB:%:B:%. 6. 0= 10, B = -4
7.x=(9,3,-6). 8.x=(-6,12,-39). 9.x =(2,3,-2).

a.b 8+2+2
10. b, = |b|.cose = |a| :m:4. o\

ba a
11.]axh|=6+3. 12.axb=(428,-4),|axh/=46. 13.6i+3j -3k
al.[b] sino _ sing
a|.|b|.cose  coso’

14. tg ¢ = 15. € =1(-4,-1,12), kde | € R, 1 £ 0.

16. D= (12, -2, 6), P = 172,56. 17.PA=%|a><b|=14, kde a=AB, b=AC.
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|a X e| = = _
18. v, = T =417, kde a=BC, e =AB, analogicky v, = 3,06, v, = 3,67.
a

19. a) 7, b) 36. 20. a) ano (a.(b x €) =0), b) ne, ¢) ano.
21. Body A,B,C,D lezi v jedne roving.
22.C=(4,7,5),B'=(6,2,7),C'=(5,7,9),D'=(0, 6, 8), V =104. 23.V = 14.

Kontrolni test

1. Urcete jednotkovy vektor e, ktery je kolmy k vektorim a=2i—j+k, b=i+2j-k:

-1
a) e= —(—i+3§+5k),
) 35( §+5Kk)

NeS
b) e = %(31'.—43),
¢) e=(10,0).

2. Provektory a, b plati: [a|=2, |b|=3, go:%. Urcete Ghel vektort e =a+h, d=a—h.

a) p=115°40", b) goz%, c) ¢ =85°10'

3. Vypoctéte a'b + b-e + a-e, jsou-li a,b,e jednotkové vektory a pro néz plati

a+b+e=-o
3 2 2
a) ——, b)—=, c¢)——.
) 2 )3 ) 3
4. Vypoctéte obsah trojuhelnika ABC, je-li A=(3,1,4), B=(0,2,1), C=(5,0,8).
) VB3, ) 2V29, o) 3

5. Vypoctéte obsah a vysky rovnobéznika urceného vektory a =2j+k, b =i+2k:

21 1
a)P=21, vj=—, vV, =—,
) 1= V=g
b) P=21 v,=v, = é

5
c) P=v21, v,=v, = %

6. Zjistéte, zda vektory a, b, e jsou komplanarni:
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a=(320), b=@111, e =(5,42).
a)ano, b)ne.
7. Vektory a=3i+2§, b=2i+3§, e=i+2§+3k je uréen rovnobéznostén. Vypoctéte jeho
objem, obsah stény dané vektory a, b a délku jeji vysky.
a) V=15 S=3, v=5,
b) V=5, S=15, v=3,
c) V=15 S=5 v=3.

Vysledky testu
l.a),2.a),3.a),4.¢),5.¢),6.a),7.c).
Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v 5 piipadech, pokracujte dalSi kapitolou. V opacném

piipadé je treba prostudovat kapitoly 3.1., 3.2., 3.3. znovu.

4
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3.4. Rovina

Vyklad

Predpokladejme, Ze v prostoru E3 jsou dany body A, B, C neleZici na jedné ptimce.
Témito body prochazi jedinarovina, kterou oznac¢ime ABC. Ur¢ime vektory m =B - A,

v =C - A, které jsou ziejme linedrné nezavisle.

Bod X leZi v rovin¢ ABC pravé tehdy, kdyZ vektor X - A je linedrni kombinaci vektori
u, v (obr. 8). Pak plati
X-A=r.m+s.v, rs eR,
z ¢ehoz plyne

X=A+r.m +5s. V. 1)

Rovnici (1) nazyvame vektorovou rovnici roviny ABC. Rovina ABC prochazi bodem A a

fikdme, Ze ma zaméreni u, v.

X=A+r.u+sv
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Jestlize A = (Xo, Yo, Zo), w0 = (Ug, Uz, U3) @ v = (V1, Vo, V3), dostaneme rovnice

= X, + ru, + sv,
= Yy, + ru, + sv, |,
Z = z, + ru, + SV,

které se nazyvaji parametrické rovnice roviny ABC.

Predpokladejme, Ze nenulovy vektor m = (a, b, c¢) je kolmy k roviné o prochazejici
bodem A. Ozna¢me X = (X, Y, z) libovolny bod roviny a. Vektory m a A7X jsou na sebe

kolmé a tedy plati m. KX =0.

Obr. 9

o

Dostaneme:
n. KX =n.(X-A)=nX-mA=(a, b c)(x,y,2)-mA=ax+by+cz- n.A=0.

PolozZime-li m.A = -d dostaneme rovnici roviny ve tvaru

ax+by+cz+d=0. (2)

Rovnici (2) nazveme obecnou rovnici roviny a. Bod X = (X1, Y1, z1) leZi v roviné a,
praveé kdyZz soufadnice X1, 1. z1 Vyhovuji rovnici roviny a, tj. plati ax; + by; + cz; + d = 0.

Vektor m z predchazejici Gvahy se nazyva normalovy vektor roviny a.

4
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Ul
~

\:ll
/TN

Resené tlohy

Priklad Urc¢eme rovnici roviny a, prochazejici body A=(1,-1,1),B=(1,0,1) a
C=(1,1,0).

Reseni:
a) NapiSeme rovnici roviny ax + by + cz + d = 0, kde a, b, ¢, d € R jsou neznamé

koeficienty. Vyrok ,, body A, B, C leZi v rovin& o~ je ekvivalentni se soustavou tif rovnic

a — b +c¢c +d =0
a + ¢ +d =0
-a + b + d =0

Tato soustava tii rovnic o ¢tyrech neznamych méa nekone¢né mnoho feSenia=p, b =0,
c=-2p,d=p, kde p € R - {0}. Volbou parametru p = 1 ziskame hledanou rovnici roviny ve

tvaru
X-22+1=0.

b) Body A, B, C urcuji vektory ABa AC. Pro kazdy bod X = (X, y, z) v rovin¢ ABC plati

Vx
> B

A 7

o

Obr. 10

-> - -
AX-(AB x AC) = 0, tj. smiSeny soucin téchto tti vektoru je roven 0 (obr. 10).

4
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Z toho vyplyva
x-1 y+1 z-
0 1 0|=0.
-2 2 -1

Po vypoctu determinantu ziskame rovnici
-x-1)+2(z-1) =0
a po Uprave rovnici roviny o
x-2z+1=0.
c) Uréeme parametrické rovnice roviny o.
Volbouw = AB =(0,1,0), v= AC = (-2, 2, -1) ziskame rovnici
X=A+ru+swv=(1-1,1)+r(0,1,0)+s(-2 2,-1)
a dale rovnice
= 1 - 25

= -1 + r + 25
z = 1 - S,

Jiné parametrické rovnice téze roviny lze ziskat z obecné rovnice x - 2z + 1 = 0, ozna¢ime-li

X =1,y =5 avypocteme-li

z = 1(x+1) = lr+1.
2 2 2

Resené dlohy
Priklad Urceme obecnou rovnici roviny a, zndme-li jeji parametrické vyjadieni
= 1 - 25
= -1 + 25 + r
z = 1 - s
Reseni: Hledanou rovnici ziskame vylou¢enim parametra r, s napt. z druhé a tieti

rovnice, tj.s=1-z,r=y+1-2s=y+ 2z - 1. Dosazenim do prvni rovnice ziskdme rovnici

roviny o

4
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x=1-2(1-2),
tj. Xx-2z+1=0.

Predpokladejme nyni, Ze a, b, ¢, d jsou ¢isla razna od nuly. Pak obé& strany rovnice (2)

muzeme délit ¢islem (-d ) a pievést na tvar

L + l + 5 = 1,
2| ©0,0.p) m n p
kde
' b’ c
(0,n,0)
o +y
(m,0,0)
Obr. 11

Uvedena rovnice se nazyva Usekovy tvar rovnice roviny. Body (m, 0, 0), (0, n, 0) a (0, 0, p)
jsou spolec¢né body dané roviny a os soustavy soufadnic (obr. 11).

Kontrolni otazky

1. K urceni roviny potiebujeme
a) jeden smérovy vektor,
b) tfi body A, B, C nelezici na jediné piimce,
c) tii body A, B, C
2. K sestaveni parametrickych rovnic roviny potiebujeme
a) bod roviny a dva linearn¢ zavislé vektory roviny,
b) bod roviny a smérovy vektor,
c) bod roviny a dva linedrné nezavislé vektory roviny.
3. Rovnice tvaru ax+by+cz+d =0 se nazyva
a) obecna rovnice piimky,

b) obecna rovnice roviny,

4
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c) normalova rovnice roviny.
4. Vektor (a,b,c) zrovnice roviny ax+by+cz+d =0 se nazyva:
a) norméalovy vektor roviny,
b) smérovy vektor roviny,
C) zaméfeni roviny.
5. Rovina je zadana tremi body nelezicimi v piimce A, B, C. Pro libovolny bod roviny X
plati:
a) AX-(ABxAC) =0,
b) AX-(ABxAC) =1,
c) AX-(AB-AC) =0.

y

6. Je-li rovina zadana rovnici %+H+§:1’ pak (m, n, p) jsou:

a) soutradnice normalového vektoru roviny,
b) jsou useky na o0sach x, y, z, které rovina vytina na souradnicovych osach,

c) souradnice smérového vektoru roviny.

Odpovédi na kontrolni otazky ﬂg}-ﬁ.

1.b); 2.¢); 3. b); 4. a); 5. a); 6. b).

Ulohy k samostatnému fe3eni \NJ/

1. Urcete rovnici roviny, kterd prochazi bodem M a ma normalovy vektor m:
ayM=(5,-1,0),m =(-1, 1, 2),
b) M=(0,0,0),m =(3,8, -4).
2. Napiste rovnici roviny, ktera prochazi bodem A= (4, 3,1) a
a) je rovnobézna se souradnicovou rovinou os X, Y,
b) je rovnobézna se souradnicovou rovinou os 'y, z.
3. Urcete normalovy vektor roviny, jejiz rovnice je
a)3x+y-5z-10=0,
b)2x-y-6z2=0
c)z-3=0.

Stanovte rovnici roviny, kterd
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a) prochéazi body A=(2,0,3),B=(3,2,0),C=(1,1,-1),

b) prochazi body A = (4, 0, -2), B =(5, 1, 7) a je rovnobézna s osou X,

c) prochazi pocatkem soustavy souiadnic a je kolmé na roviny 2x -y + 5z + 3 = 0,
X+3y-z-7=0,

d) prochazi bodem A = (3, 5, -1) a vytina na souradnicovych osach stejné kladné Useky,

e) prochazi bodem A = (-7, 1, -2) a vytina na souradnicovych osach stejne kladneé Useky.

Vysledky Uloh k samostatnému reSeni

l.a)yx-y-2z-6=0, b)3x+8y-4z=0.

2.8)z=1,b)x=4.

3.a)(3,1,-5),b)(2-1,-6),c)(0,0,1).
4.a)5x-7y-32-1=0,b)9y-z-2=0,¢)2x-y-z=0,d)x+y+2z-7=0,e) neexistuje.

Kontrolni test

1. Jsou dany body M =(0,-1,3) a N=(1,3,5). NapiSte obecnou rovnici roviny prochazejici
bodem M a kolmé k vektoru MN .
a) X+4y+2z2-2=0, b) x+4y+2z2-3=0.

2. Napiste obecnou rovnici roviny rovnobézné s osou x a prochazejici bodem A=(0,1,3) a
B=(2,4,5).
a) 3x—-z+8=0, b) 2y-3z+7=0.

3. Napiste obecnou roviny prochazejici body C=(-1,-2,0),D=(12) kolmo kroving
X+2y+2z-4=0.
a) X+2y+22-6=0, b) 2x-2y+z-2=0.

4. NapiSte obecnou rovnici roviny prochazejici body A=(1,-1,2),B=(2,1,2) a C=(114).
a) 2x—-y+z-5=0, b) x-y+3z-8=0.

5. Urcete normalovy vektor roviny, jejiz rovnice je x+5=0.
a) (1,0,0), b) (0,1,1).

6. Urcete Gseky m, n, p na jednotlivych os&ch, které vytind rovina o rovnici
3X+6y+9z-18=0.

= i’*,i
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aym=6n=3,p=2, b)m=-2,n=6,p=3.
7. Napiste rovnici roviny, kterd prochazi bodem A=(4,2,1) a je rovnobézna srovinou
X—2y+4z=0.
a) 2x—-y—-4z+1=0, b) x-2y+4z-4=0.
Vysledky testu
1.a); 2. b); 3. b); 4.a); 5.a); 6.a); 7. b).

Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné ve 4 pripadech, pokracujte dalSi kapitolou.

V opacném pripad¢ je tieba prostudovat kapitolu 3.4. znovu.
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3.5. Pfimka

Vyklad

Predpokladejme, Ze v prostoru Es je dana dvéma raznymi body A, B ptimka, kterou
oznacime AB. Sestrojme vektor m = B - A. Libovolny bod X lezi na ptimce AB prave tehdy,

kdyZ vektory wm a X - A jsou linedrné zavislé, tj. kdyZ existuje t € R tak, Ze

Predchozi rovnici upravime na tvar

X =A+t.u 3)

Rovnici (3) nazyvame vektorovou rovnici piimky. Ziejmé ke kazdemu X e AB existuje

pravé jedno t € R tak, Ze plati (3) a obraceng, pro kazdé t € R existuje pravé jeden bod X

piimky AB. Situace prot € {-1; 0; 1; 2; 3} je zndzornéna na obr. 12.

Obr. 12

Vektor w a kazdy jeho nenulovy nasobek nazveme smérovym vektorem primky AB.

JestliZe je dana piimka p bodem A = (Xo, Yo, Zo) @ Smérovym vektorem w = (Us, U, U3),

pak ze vztahu (3) dostaneme rovnice

4
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= X, + tu
= Yy, + tu,
z = 7z, + tu,,

které nazyvame parametrickymi rovnicemi piimky p.

Mg¢jme nyni roviny  a;:  aix+biyy+ciz+d; =0,

op: aX+thy+cz+d,=0.
V piipadg, Ze au, o jsou riznobézné, tj. oy M o = p, MiZeme uvazovanou soustavu rovnic

pokladat za implicitni vyjadieni primky p. Implicitnim vyjadienim ptimky p je také kazda

soustava ekvivalentni s uvazovanou soustavou.

Resené Glohy

Priklad Urceme parametrické rovnice piimky p = oy m oy, kde
o - X+y-2z=0,
o . x-y+ 1=0.

Redeni:  Bod X hledaného praniku musi vyhovovat ob&ma rovnicim a je tedy fesenim

. T : 1 1
soustavy dvou rovnic o trech neznamych. ReSeni této soustavy je x = - 3 +t, y= 3 + 1,

z = t, které zavisi na jednom parametru t € R a je parametrickym vyjadienim ptimky p.
Kontrolni otazky

1. K sestaveni parametrickych rovnic piimky nezbytné potiebujme:
a) prave 3 body piimky,
b) 1 bod ptimky a smérovy vektor p¥imky,
c) aspon 3 body piimky.

4
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2. Ur¢ité hodnoté parametru t € R ve vektoroveé rovnici ptimky odpovida:
a) prave jeden bod ptimky,
b) aspon jeden bod ptimky,
c) nekone¢n¢é mnoho bodu piimky.

3. Ke kazdému bodu piimky odpovida:
a) nejvyse jedna hodnota parametru t € R ve vektoroveé rovnici piimky,
b) pravé jedna hodnota parametru t € R ve vektorové rovnici piimky,
c) hodnoty parametru te<0,1>.

4. Je-li m smérovym vektorem piimky p, je i kazdy vektor
a) vektor k, kde k e R —{0},
b) vektor k., kde k € R,
c) vektor ku, kde ke<0,1>.

& Jedi o aX+byy+cz+d; =0,
' ap: aX+byy+Coz+dy=0

implicitni vyjadreni rovnice piimky, pak
a) roviny oq a a, musi byt rovnobézné,
b) roviny ¢q a ap musi byt totozne,

C) roviny oq a @, musi byt riznobézné.

Odpovédi na kontrolni otazky

1.b); 2.a); 3. b); 4. a); 5. ¢).

Ulohy k samostatnému fe3eni

1. Urcete parametrické rovnice piimky prochéazejici bodem X, = (1, -1, -3) rovnobézné
a) s vektoremw = (2, -3, 4),
b) s ptimkou x =-1+3t,y=3-2t,z=2 + 5t.
2. Trojuhelnik ma vrcholy A = (5, 7, 2), B = (-7, -11, 6), C = (-5, 3, 2). Napiste rovnice

piimek, na nichz lezi

4
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a) strany trojuhelnika,
b) téZnice trojuhelnika.
3. Napiste parametrické rovnice piimky:
X + 2y — 2z - 11 = 0,
a)p: b) q:
X + 2y - 22 - 9 =0, 3X — 5y + 2z + 1
0
0

2y -z - 6 =
c)r:{x+ y z

X
+
<L
!
N
!
SN
[
e e

2X - Yy + z + 1 =
4. Zjistéte, zda dané primky jsou navzajem rovnobézné nebo na sebe kolmé:

X+3y+z+2=0,

QpP:Xx=5+2t,y=2-t,z=-7+t, :
)P Y q{x—y—32—2=0.

2X+y—-4z+2=0,

b)p:x=1+2t,y=-2+3t,z=1- 6t :
)P Y q{4x—y—52+4:0.

o p: X+y-3z-1=0, | 2x+y+2z2+5=0,
S |2x-y-9z2-2=0, |2x-2y-z+2=0.

X+y-3z2+1=0, X+2y-52-1=0,
wp:{ {

X-y+ z+3 =0, |x-2y+3z-9=0.

Vysledky tloh k samostatnému reSeni

1. a)x=1+2t,y=-1-3t,z=-3+4t, b)x=1+3t,y=-1-2t,z=-3 +5t.

2. aQ)ax=-7T+t,y=-11+7t,z=6-2t;b: x=-5+5t,y=3+2t,z=2;¢c: Xx=5- 6,
y=7-9,z2=2+2t,b)tu x=5-11t,y=7-11t,z=2 + 2t; t,: X =-7 + Tt,
y=-11+16t,z=6-4t;t;: x=-5+4t,y=3-5t,z=2 + 2t.

3. a)x=3+2t,y=4+4t,z=1+5t,b)x=1+t,y=-7t,z=-3-19t,c) x=1-t,
y=2+3tz=-1+5t

4. a) rovnobézné, b) kolmé, c) kolmé, d) rovnobézné.

Kontrolni test

1. NapisSte parametrické rovnice pfimky p, kterd prochdzi bodem M=(4,-5,7) a je

rovnobézna s ptimkou q:x=3-t,y=2+2t,z=3.

4
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a) p:x=4-t,y=-5+2t,z=7, b) p:x=4+3t,y=-5+2t,z=7+3t.
2. Napiste parametrické rovnici piimky p, ktera prochazi bodem P =(3,1,2) a je kolméa na
rovinu X —2y+2z+1=0.
a) p:x=1+3t,y=-2+t,z=2+2t, b) p:x=3+t,y=1-2t,z=2+2t.
3. Vysetiete, zda na piimce x=3t—-2,y=t+3,z=-2t-1 lezi bod A=(-1,2,-3).
a)ano, b)ne.
4. NapiSte parametrické rovnice primky, ktera prochazi body A =(2,9,3), B=(5,3,11).
a) X=2+3t,y=9-6t,z=3+8t, b)x=2-3t,y=9+5t,z=3.
5. Napiste parametrické rovnice piimky, kterd prochazi bodem P=(3,1,2) a je kolma
k rovin¢ z=0.
a) X=3+t,y=1+t,z=2, b)x=3, y=1Lz=2+t
6. Pfimka p je uréena jako prasec¢nice dvou rovin

X—2y+52-1=0, e, L )
p: Najdéte jeji parametrické rovnice.
X—-4y+z+1=0.

a) Xx=3+9t,y=1+2t,z=-t, b) x=1+t,y=-2-4t,z=5+t.
7. Ptimka p je uréena rovnicemi

{x+2y—4z+7:0,

Urcete jeji smérovy vektor.
3X-5y+z+1=0.

a) (-18,1,2), b) (18,13,11).
Vysledky testu

1.a); 2. b); 3. b); 4.a); 5. b); 6. a); 7. b).
Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné ve 4 pripadech, pokracujte dalSi kapitolou.

V opac¢ném pripad¢ je tieba prostudovat kapitolu 3.5. znovu.
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3.6. Vzajemna poloha linearnich utvart v E3

Vyklad

A. Vzajemna poloha dvou piimek

Uvazujme v E3 ptimky p, q:
p: X=A+mm
g X=B+sv

a hledejme jejich spolec¢né body, tj. hledejme takové hodnoty parametra r, s, které dosazeny

do uvedenych rovnic ur¢i tyZ bod. Pro r, s dostavdme rovnici

nm-sv=B-A,
kde A = (ay, az, az), B = (b1, by, b3), m = (uy, Uy, uU3) a v = (vy, Vo, v3). Dosadime souiadnice a
dostaneme soustavu tii rovnic o nezndmychr, s
rup-svy = by-a;

bz-az

rus - SV

b3 - ds.

ruz - SV3

Ozna¢me h hodnost matice soustavy a h’ hodnost matice rozsitené. Pro piimky p, q pak

nastane praveé jedna z nasledujicich moZnosti:

(1) Soustava neméa Zadné eSeni a vektory w, v jsou linearn¢ zavislé (h = 1, h'=2).

P¥imky p, q jsou rovnobézné, razné.

(2) Soustava neméa Zadné reSeni a vektory w, v jsou linearné nezavislé (h = 2, h'= 3).

Ptimky p, g jsou mimobézné.

(3) Soustava mé prave jedno treseni, vektory m, v jsou pak linearné nezavislé (h = 2,

h'=2). Pfimky p, g jsou riaznobézne.

4
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(4) Soustava mé nekone¢né mnoho fedeni. Pak jsou vektory w, v linearné zavislé

(h =1, h'=1). Pfimky p, q jsou totozné.

ReSené tlohy

Piiklad  Rozhodnéme o vzajemné poloze ptimek p: X=A+ru, g: Y =B + sv, jestlize

a) A=(-1,2,1),m=(3,1,-1),B=(9,4,-10), v = (-9, -3, 3),

b) A=(7,5,3),uw=(321),B=(0,-1-2),v =12 3).

Reseni:

a) Plati v = -3w, vektory w, v jsou linedrné zavislé. Zjistime, zda jsou ptimky p, q totozné

nebo rovnobézné. Budeme proto hledat spole¢né body ptimek p, g. Soustava rovnic ma tvar

3r + 9s
r + 35
-r — 3

10
2

-11.

Lze se snadno piesvedcit, Ze soustava nema reSeni a tedy primky p, q jsou rovnobézné, razné.

b) Vektory wm, v jsou linearné nezavislé. Ptimky p, g jsou raznobézky nebo mimobézky. Nyni

budeme fesit soustavu rovnic

3r — s
2r — 2s
r — 3s

Soustava ma jediné reSeni r = -2, s = 1. Existuje tedy jediny prasecik piimek p, g, bod

R =(1, 1, 1). Pfimky p, g jsou riznobézné.

Vyklad

B. Vzajemna poloha dvou rovin

E‘f 161
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Pro dv¢ roviny muZe nastat pravé jedna z nasledujicich moZnosti:

(1) Roviny nemaji Zadné spole¢né body, pak jsou rovnobézné, riazné.

(2) Mnozina vSech spole¢nych boda obou rovin je ptimka, tj. ob& roviny jsou

raznobézné.

(3) Roviny jsou totozne.

Predpokladejme, Ze roviny jsou dany vektorovymi rovnicemi

X = P + ka + b,
Y = Q + me + nd,

kde P = (p1, p2, p3), Q = (G1, G2, G3), @ = (a1, az, as), b= (by, by, b3), € = (c1, ¢z, C3) @
d = (d;, dy, d3). K ziské&ni spole¢nych boda obou rovin budeme tesit rovnici

P+ka+lb = Q+me +nd

s nezndmymi k, I, m, n. Dosadime soutadnice a dostaneme soustavu tii rovnic o ¢étyrech

neznamych.

ka, + Ib, — me, - nd;, = q, - p,
ka, + Ib, — mc, - nd, = q, - p,
ka, + Ib, — mc, — nd, = g, - p;.

Oznac¢ime h hodnost matice soustavy a h’ hodnost matice rozSiiené. Mohou nastat ptipady:

1) h=2,h" =3, soustava nema ieSeni (roviny jsou rovnobézné razné),

2 h =3, h" =3, soustava ma nekone¢né¢ mnoho teSeni, ktera zavisi na jednom
parametru (roviny jsou raznobézné),

3) h=2,h" =2, soustava ma nekone¢né mnoho ieseni, ktera zavisi na dvou

parametrech (roviny jsou totozné).

4
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A1/
an

Resené ulohy

Priklad Rozhodnéme o vzajemné poloze rovin:

a) X=(1,1,1)+k(1,0,2)+1(-2,1, 1),
Y=(0,2,-2) +m(-1, 1, 3) +n(-3, 1, -1),

b) X=(0,0,1),+k(1,1,0)+1(2,2,1),
Y=(7,55+m(3,22)+n(21,1),

c) X=(1,1,1)+k(2,0,4)+I1(-6, 3, 3),
Y=(5,1,9)+m(l,-1,-3) +n(3, -1, 1).

Reseni:

a) Dostaneme soustavu rovnic:

k - 2 + m + 3n = -1
Il — m - n = 1
2k + | -— 3m + n = -=-3.

UZijeme Gaussovu elimina¢ni metodu:

A B > Upravy

o
-
|
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|
-
[EEN
o

o
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I
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[
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o
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Je vidét, Ze soustava nema feeni. Roviny jsou rovnobézné razné.

b) Postupujeme stejn¢ jako v predchozim prikladu a ze soustavy

k + 2 - 3m - 2n = 7
k + 2 - 2m - n = 5
I - 2m - n = 4,
ziskame soustavu
k + 2 = 3m - 2n = 7
Il — 2m - n =
m + n = -=-2.

Plati h = h'= 3. Nyni maZeme naptiklad n zvolit libovolné. PoloZime n = t. Dostaneme feSeni

k=1+t, | = -, m=-2-t, n=t.

Dosadime toto feSeni napt. do rovnice prvni roviny:

X=(0,0,1)+ (1 +1)1,1,0)+ ()2, 2, 1),

tj.
X =(1,1,1) +t(-1, -1, -1).

Tim jsme ziskali rovnici pifimky, mnoziny vSech spole¢nych bodi obou rovin. Obé roviny

jsou raznobézné.

C) Soustavu rovnic

2k — 6l - m - 3n =
3 + m + n =
4k + 31 + 3m - n = 8 |,
upravime na tvar
2k — 6l - m - 3n = 4
3 + m + n = 0.

Protoze h = h' = 2, muzeme dvé nezndmé zvolit. Naptiklad k =r, | = 2s. Ziskdme teSeni
k=r, | = 2s, m= -r-3s+2, n=r-3s-2.

Dosadime toto feSeni napt. do rovnice prvni roviny:
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X=(1,1,1) +r(2,0,4) +5s(-12, 6, 6).
Je vidét, Ze mnoZina vech spole¢nych boda obou rovin je pravé prvni rovina.

Obe¢ roviny jsou tedy totoZzne.
Pokud budou roviny p1, p2 ddny obecnymi rovnicemi

aux + by + ¢z + d = 0,
a,Xx + b,y + ¢,z + d, = 0,

urcime jejich vzajemnou polohu takto:

Ozna¢me h hodnost matice piedchazejici soustavy a h’ hodnost matice rozSirené. Potom

plati:

(1) Roviny p1, p2 jsou rovnobézné, riazné pravé tehdy, kdyzh=1,h" =2.
(2) Roviny p1, p2 jsou riaznobézné prave tehdy, kdyz h=h" = 2.

(3) Roviny p1, p2 jsou totozné prave tehdy, kdyz h =h" = 1.

C. Vzajemn4 poloha piimky a roviny

Budeme postupovat stejné jako v predchézejicich pripadech. Rovnice piimky a rovnice

roviny uréuji soustavu linearnich rovnic a mohou nastat ptipady:

(1) Soustava nemé teSeni; ptimka nema s rovinou spole¢ny bod, je s rovinou rovnobézna.
(2) Soustava mé prave jedno teSeni; piimka je s rovinou riaznobézna a ma s ni spolecny

pravé jeden spolecny bod, prasecik.

(3) Soustava mé nekone¢né mnoho teSeni; piimka lezi v roviné.
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A\ ¥
Paxy

N 1/
ReSené ulohy = )
” ~
[
Priklad Rozhodnéme o vzajemné poloze piimky p: X = (3, 1, 3) + t(-1, -4, 3) aroviny
p: X+2y+3z+4=0.
Redeni: NapiSeme parametrické rovnice piimky p:
=3 - t
= 1 - 4t
z = 3 + 3t
Dosadime do rovnice roviny:
(3-t)+2(1-4t)+3(3+3t)+4=0.
Po Upravé dostaneme 18 = 0. Rovnice nema feSeni, to znamena, Ze neexistuje spole¢ny bod
piimky p a roviny p. Ptimka p je rovnobézna s rovinou p (v dané roviné nelezi).
Ulohy k samostatnému fe3eni \N.'/
AN

1. Urcete vzajemnou polohu piimek p, . V piipadé, Ze jsou raznobézné, urcete soufadnice
jejich praseciku:
a) p: x=1+2r,y=7+r,z=5+4r, q: X=6+3s,y=-1-25,2=s5,
b) p: x=1+ry=rz=2+r, :X=-1+s,y=-2+5s,2=5,

C) p: Xx=1+2r,y=-3+4r,z=5+3r, q: X=55,y=2-5,z=-1+25,

d) p 2x -y - 42 + 5 =0 [ + 4y + 5z - 3 =0
S -z + 3 =0, 3y + 2z - 1 = 0,

X + + z + 1 = + z - 1 =20
e) p: Y g Y

X —y -2z -1 =0, X + vy = 0,

2X + 2y — 3z - 1 =0

f) pp x=1-t,y=4-5t,z=-4-4t, :
)P y a {8x - 2z + 3 = 0.

2. Pro jakou hodnotu ¢isla k jsou ptimky p:x=-2+2r,y=-3r,z=1+4r
a g x=3+ksy=1+4s,z=7+2sraznobézné ?

3. Zjistéte vzajemnou polohu rovin o, B a v pripadé, Ze jsou riznobézné, rozhodnéte, zda
jsou na sebe kolmé a urcete parametrické rovnice piimky, v niz se roviny protinaji:
a) a: 2x-3y+52-7=0, B: 2x-3y+52+3=0,

= i’*,i
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b) a: 4x+2y-4z+2=0, B: 2x+ y+2z-1=0,

C) a: X-3z+2=0, B: x=3+3r,y=s,z=r,

d o: 3x-y-2z -5=0, B: x+9y-32+2=0,

e) a: X=1+r-2s,y=1+s,z=1+2p+q, B: X=-p-3q,y=2+p+q,
z=-2+3p-q,

f) oo X=r+2s,y=r+2s,z=1+s, p: x=7+3p+2q,y=5+2p+q,z=5+2p+q,

g) o X=1+2r-6s,y=1+3s,z=1+4r+3s, B: x=5+p+q,y=1-p-q,
z=9-3p+q,

h) a: x-2y+2z2=3, B: x=5+r+s,y=r,z=s.

4. Urcete ¢islak, | tak, aby roviny a, 8 byly rovnobézné:
a) a: 2x+ky+3z-5=0, B:Ix-6y-6z2+2=0,
b) a: 3x-y+kz-9=0, B: 2x+1ly+2z-3=0.

5. Urcete ¢islo | tak, aby roviny a,  byly na sebe kolmé:
a) a:3x-5y+1z-3=0, B:x+3y+22+5=0,
b) a:5x+y-3z2-3=0, B:2x+1ly-3z+1=0.
6. Rozhodnéte o vzajemné poloze ptimky p a roviny p. V pfipadé¢, Ze jsou raznobézné,
uréete soufadnice jejich praseciku.
a) Primka p je dana body A, B arovina p body MNQ, A=(2,1,2),B=(3, 1, 3),
M=(2,2,1),N=(1,2,2),0=(3,5, 3).
b) Ptimka p je danabody E = (3, 1, 3), F=(4,5,0)arovinap: x+2y + 3z + 4 =0.
C) p:x=5ty=0,z=t,p:x =3+2r+s,y=1-r+2s,z=r-s.
d p:x=-2+3t,y=1-4t,z=-5+4t, p:4x-3y-62-5=0.
e) p:x=1+ty=-1-2t,z=6t p:2x+3y+z-1=0.
f) ppx=-2-2t,y=1+3t,z=3+2t,p: X+2y-22+6=0.
7. Pro které hodnoty k, | leZi piimkap: x=3+4t,y=1-4t,z=-3 +t
vroving p:kx+2y-4z+1=07?
8. Pro které hodnoty K, | je rovina p: kx + ly + 3z -5 =0 kolm& k piimce p: x =3 + 2t,
y=5-3t z=-2-2t?
9. Pro jakou hodnotu k je ptimka p rovnobézna s rovinou p:

a)p:x=-1+3t,y=2+kt,z=-3-2t,p:x-3y+62+7=0,

4
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Il
o

X - 2y + z + 3

b)p:2x-y+kz-2=0, p:
)p y p{4x—3y+4z+1

I
o

Vysledky uloh k samostatnému feSeni

1. a) riznobézné, (-3, 5, -3), b) totozné, c) mimobézné, d) riznobézné, (—11'1,—1—51, 1—?),

e) mimob¢zné, f) rovnobézne.
2. k=3.

3. a) rovnobézné, b) riznobezné, nejsou kolmé, p: x=-1+t,y=2-2t,z = %

c) rovnobézné, d) riznobézné, kolmé, p: x = % +3t,y=t z= 1—71+ 4t.

e) rovnobézné, f) riznobézné, nejsou kolmé, p: x=1-t,y=1-t,z=1-t, g) totozné,
h) riznobézné, nejsou kolmé, x =7 +4t,y=2+3t,z=t.

4. a)k=3,1=-4,b) k=3, 1= _%. 5.2)1=6,b)l=-19.
6. a) raiznobézné, R = (1, 1, 1), b) rovnobézné, c) totozné, d) rovnobézne, e) raznobézné,

R=(2,-3,6), ftotozné. 7.k=3,1=-23. 8. k=-3,1=3. 9.a)k=-3,b)k=-2.

4
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3.7. Metrické vlastnosti linearnich Gtvara v Ez

Vyklad

M¢jme v E3 piimky p se smérovym vektorem wu a g se smérovym vektorem v. Zvolme
libovolny bod M a ved'me jim piimky p’ se smérovym vektorem w a g’ se smérovym

vektorem wv. Piimky p’, g’ rozdéluji rovinu na ¢tyti konvexni neorientované thly, z nichZ dva

a dva maji stejnou velikost. Oznac¢me jejich velikost o, . Odchylkou p¥imek p, q

pak rozumime thel ¢, kde

¢ = min {a, B}.

T

Pro totozné piimky poloZzime ¢ = 0. Odchylka dvou ptimek je tedy thel ¢ e<0, 2>. Necht
pro smérové vektory wm, v je jejich dhel y. Pak bud e<0, %> a y je odchylkou obou

piimek, tj. @ =y, nebo e(% T > potom odchylkou ¢ ptimek je ¢islo T — y, tj. @ = 7 - .

Pro oba ptipady maZzeme uZzit jedineho vztahu

. (1)

unv
cos@ = |cos vy | = ‘W

Odchylku ¢ dvou rovin p, o definujeme pomoci jejich normalovych vektori m,, n,

vztahem

(2)

Spravnost vztahu plyne z véty o rovnosti Ghla s rameny na sebe kolmymi (obr. 13).

Obdobn¢ definujeme odchylku p¥imky p se smérovym vektorem w od roviny p

s normalovym vektorem m vztahem

, (3)

sin @ = CoS y =

E‘f 169
= i’*,i
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kde o= g —y (obr. 14).

Obr. 13

n,=B-A)x(C-A)=

n,=(D-B)x(D-C) =

O O me

O O me

R O e

O = W

k

2 = (-2,0,0),

-1

k

0/ =(30,0).

3
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Obr. 14

S . .

-\ )C Resene llohy
Priklad Urceme odchylku ¢ rovin ABCaBCD: A=(1,1,1),B=(1,1, 3),
C=(1,20),D=(1,23).
Reseni: K urceni norméalovych vektori m; a m; rovin ABC a BCD uZijeme vektoroveho
soucinu:

A1/
an
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Uzijeme vztahu (2) pro odchylku dvou rovin:

(-2)3

CcOoS =
=123

‘=1, ¢ =0.

ReSené tlohy
Priklad Vypoétéme odchylku roviny o x -y + 3 =0 a piimky AB, A = (5, 5, 5),
B=(35,3).

Redeni:  Dostavame m = (1, -1, 0) pro normalovy vektor roviny o. a m=B-A =

= (-2, 0, -2) pro smérovy vektor pitimky AB. Dale podle (3)

| (20-2.a-10) |
e s 12+ (- 12 (2)2 + (22|

1 T
= = a ted = —.
2 y =%

Vyklad

Vzdalenost bodu Xo = (Xo, Yo, Zo) 0d roviny a.: ax + by +cz +d =0 ozna¢ime

p(Xo, o).
Z bodu Xy vedeme kolmici p na rovinu o (obr. 15). Ozna¢ime prasec¢ik A =pna. .

Obr. 15

4
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Vzdalenost bodu Xo, A je pak hledanou vzdalenosti. Pro norméalovy vektor
A Ed

n = (a, b, ¢) roviny o plati X,A =tm,

te R atedy |A-Xo=|t|.m]=|t] va®+b*+c?.

N
Oznaéme A = (Xa, YA, Za). Z vektorové rovnice X,A = tm dostaneme

Xpa = X, + ta
Ya = Yo + tb
z, = 1, + tc.

Ponévadz A € a musi byt axa + bya + cza + d = 0. Dosadime za Xa, Ya a za do piedchozi
rovnice a dostaneme

a(Xo +ta) + b(yo + tb) + c(zo +tc) + d = 0.

Odtud

ax, + by, +cz, +d

t =
a?+b? +c?

UZijeme rovnici pro vzdalenost bodt A, X a ziskame vztah

 |ax, + by, +czy +d]

Al = e )

Vzdalenost bodu Xo = (Xo, Yo, Zo) 0d pFimky p: X =X + uit, y = y1 + Ust, Z = 21 + Ust,

kterd je ddna bodem X; = (X, Y1, Z1) a smérovym vektorem wm(us, Uy, U3), oznacime p(Xo, p).

v~ 7

Z vlastnosti vektorového soucinu a ze vztahu pro vypocet obsahu rovnobéznika

(obr. 16) vyplyva rovnost [u x X;Xqg| = |u]| .d. Zrovnice vyjadiime d a dostaneme vztah

4
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u x X4 X
a = IRl = ook p)

Obr. 16

Prace v analytické geometrii je natolik rozmanita, Ze se nelze spoléhat jen na pouZiti vzorca.
Obvykle je nutno nejprve rozvazit prostorové ieSeni piikladu a potom jej analytickou

metodou vyresit.

Resené Glohy

Priklad Urceme bod Y, ktery ma stejnou vzdalenost od boda A =(1,1,1) a
B=(1,0,1)alezinapiimcep: x=t,y=1-t, z=2-2t.
Rozbor ulohy (obr. 17):

1. Ur¢ime soutadnice bodu C, ktery je sttedem Usecky s koncovymi body A, B.

2. Stanovime rovnici roviny a prochazejici bodem C kolmo k ptimce AB. (Rovina a je

mnoZina vSech bodu, které maji stejnou vzdalenost od bodu A, B).

3. Ur¢ime Y = pna . Bod Y mé poZadovanou vlastnost.

Resent:

1. Bod C je stredem usecky s koncovymi body A, B atedy plati C= % (A+B), tj.

o1
C=(0. . D).

4
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Obr. 17

2. Rovina oo ma rovniciax + by +cz+d =0.

Ma-li C lezet v roving a, je a.0 + b.% +cl1+d=0.

Vektor AB = (-2, -1, 0) miZeme povazovat za normalovy vektor roviny a.

Plati -2.0-1.1 +0.1+d=0, dzl.
2 2
Rovina a. méa pak rovnici
1
—2X -y + 5= 0
a po Uprave
4x+2y-1=0.

3. Souradnice spole¢ného bodu piimky p a roviny o nalezneme feSenim soustavy rovnic
X=ty=1-t,z=2-2t,4x+2y-1=0.

Z prvnich tti rovnic dosadime do ¢tvrté a dostaneme t = i Dosazenim do prvnich ti rovnic

ziskame souradnice bodu Y = (—% g , 3).
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Kontrolni otazky

1. Jsou-li smérové vektory w,wv linearn¢ nezavislé, kterd z moznosti plati pro ptimky p, q:
a) rovnobézné razné nebo riznobézng,
b) ) rovnobézné rizné nebo mimobézng,
C) riznobézné nebo mimobézne.

2. Obecné rovnice dvou rovin «, £ uréuji soustavu dvou linearnich rovnic o tiech
neznamych. Ktera z moznosti plati, jsou-li roviny riznobé&zné:
a)yh=1,h"=2, b)h=h'=2 ¢)h=h"=1

3. Rovnice primky a rovnice roviny urcuji soustavu linedrnich rovnic. Jaka je vzajemna
poloha piimky s rovinou, méa-li soustava pravé jedno reseni:
a) rovnobézna, b) raznobéznd, c) totozna.

4. Jaky soucin vektora pouzivame pro vypocet odchylek linearnich utvara v E; :
a) skalarni, b) vektorovy, c)smiSeny.

5. Ktery ze vztahi definuje odchylku ¢ ptimky p se smérovym vektorem w od roviny o

s normalovym vektorem m:

un
P ]
b) singp = ﬁ
u-n
C) th— |“||n| !

6. Jakou metodu pouZijeme pii vypoctu vzdalenosti bodu od piimky:
a) vypocet vysky v trojahelnika,
b) vypocet objemu trojsténu,

c) vypocet odchylky dvou ptimek.

4
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Odpovédi na kontrolni otazky

1.¢), 2. b), 3.b), 4. a), 5. b), 6. ).

Ulohy k samostatnému fe3eni

1. Urcete odchylku piimek p, q:
a) p:x=3+ty=-2-t,z= \/Et,q:x: 22+t,y=3+t,z=-5+ Jat,

-2z - 5 =0
b) p:x=-2+3t,y=0,z=3-t, q:{x 2
y:Ol
C)_x—y—4z—5=0_x—6y—62+2=0
p'2x+y—22—4=0, q'2x+2y+9z—1=o.

2. Vypoctéte odchylku rovin oo a 3, jestlize
a) rovina a je dana body A, B, Carovina g body B, C,D: A=(1,1,1),B=(1, 1, 3),
C=(1,2,0),D=(1,273),
b) a: 4x-2y+z-3=0, B: x=3-2r+3s, y=1-r+s, z=2+r-2s,
C) a, B jsou roviny stén ¢tyisténu ABCD protinajici se v hrané AB, A = (0, 2, 6),
B=(21,4),C=(5,0,1),D=(0, 2,0).
3. Najdéte odchylku piimky p od roviny p, jestlize
a) p: x=3+t,y=3+2t,z=-2-t,p: x+y—-1=0,
b) ptimka p je danabody A=(5,5,5)aB=(3,5,3)ap: x-y+3=0.
4. Stanovte vzdalenost bodu M od roviny a, jestlize
a) M=(-2-43),a 2x-y+2z+3=0,
b) M=(1,2,-3),a: 5x-3y+z+4=0,
c) M=(-1,1,-2)arovinaa je danabody A, B,C: A=(1,-1,1),B=(-2,1, 3),
C=(4,-5,-2),
d M=(2,3,-1),o: Xx=r+s,y=1-r+s, z=-1+s.
5. Urcete vzdalenost bodu X, od ptimky a, jestlize
a) Xo=(3,2,1),a: x=2-3t,y=1+t,z=7-2t,
b) Xo=(2,3,-1),a: x=1+t,y=2+t,z=13+4t,

4
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2Xx — 2y + z + 3 =0

c) Xo=(2,3,-1), a
) Xo=( ){3x—2y+22+17:0.

S

Napiste rovnici ptimky m, kterd prochazi bodem K = (3, 3, 2) a je kolma k roviné

p: X=1-2r+3s,y=2+r+s,z=4-r+2s.

~

Urcete rovnici roviny soumeérnosti usecky AB: A= (2, 3,0), B=(-1, 5, 4).

o

Urcete bod Q soumérné sdruzeny s bodem P = (2, -5, 7) podle piimky p, kterd prochazi
body A=(5,4,6)aB =(-2,-17, -8).

Zjistéte souradnice bodu Q soumérné sdruzeného s bodem P = (1, 3, -4) podle roviny

©

o 3X+y-22=0.
10. Ur¢ete vzdalenost rovnobéznych rovin a a 3:
a) oix-2y-2z-12=0,p: x-2y-2z-6=0,
b) o: 2x-3y+6z-14=0, :4x-6y + 12z +21 =0.
11. Vypoctéte vzdalenost rovnobéznych piimek p a g, jestlize
a) p:x=2+ty=-1+2t,z=-3+2t, : x=1+t,y=1+2t,z=-1+2t,
b) piimkap je danabody A, B: A=(7,7,3),B=(10,9,4)a
_ {Zx -3y - 9 =0
y - 2z + 7 = 0.
12. Najdéte kolmy pramét bodu A = (2, -1, 4) do roviny a: 3x+y +2z-20=0.
13. Ur¢ete obecnou rovnici roviny prochazejici bodem Xg = (1, 2, -3) rovnobézné s piimkami
p: Xx=1+2t,y=-1-3t,z=7+3t, - x=-5+3t,y=2-2t,z=-3-1.
14. Urcete obecnou rovnici roviny, kterd prochazi bodem X, = (2, -2, 1) a ptimkou
p: Xx=1+2t,y=2-3t,z=-3+2t.
15. Urcete obecnou rovnici roviny prochézejici piimkou p: x =1+ 3t,y=3+2t,z=-2 -1t

2X - + z - 3 =
rovnobézné s piimkou q: y
X + 2y — 2 — 5 ==

16. Urcete parametrické rovnice piimky prochazejici bodem X, = (3, -2, -4) rovnobézné s
rovinou a.: 3x - 2y - 3z - 7 =0, kterd protina pfimku p: x=2+3t,y=-4-2t,z=1+2t.

17. Stanovte parametrické rovnice ptimky, ktera je rovnobézna s rovinami
o:3x+12y-32-5=0,B: 3x-4y+9z+7=0aprotind pfimky p: x=-5+ 2t,
y=3-4t,z=-1+3t,q: x=3-2t,y=-1+3t,z=2+4t.

4
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Vysledky tloh k samostatnému reSeni

1.a) p= % b)p= %, C) oS ¢ = %. 2.2) 0=0, b) o =28°0732", c)o=18"2606".

T

. p=— b)(p:%.4.a)p(M,0L):3, b)p(M,a)=0, ¢)p (M, a) =4,

S
ol)p(l\/l,oc)zﬁ . 5.a)p (X0 a) = @ﬁaa, b) p (Xo, @) = 6, €) p (Xo, a) = 15.
3 J14

6.x=3+3ty=3+t2=2-5t 7.6x-4y-82+29=0. 8.Q=(4 1,-3). 9.0=(-5, 1, 0).
10.a)d=2, b)d=235. 11. a)d:432,b)d=2\/§. 12. (5,0, 5).

13.9x+ 11y +5z-16=0. 14.4x+6y+5z-1=0. 15.13x-14y +11z+51 =0.
16.x=3+5t,y=-2-6t,z=-4+9t. 17. x=-3+8t,y=-1-3t,z=2-4t.

Kontrolni test

1. Jsou dany body A=(2,-1,4),B=(-2,1,-4),C= (—1,%,—2), D =(10,-5,20). Urcete

vzajemnou polohu pi¥imek AB, CD:

a) riznobézneé, b) rovnobézné totozné, c¢) mimobézné.
2. Urcete vzajemnou polohu rovin:

a: 2X-y+z2+3=0,

£ A=(2,7,0), u=(120), v=(0,-1-1).

a) rovnobézné, b) raznobézné, c) rovnobézné totozné.
3. Napiste rovnici prasecnice rovin

a: X+y+z-1=0,

p: 4x+5y—-z+1=0.

a) b)
= 6-6t = 6+6t
= -5+5t y = 5-5t
z =t z = bt

4
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4. Urcete vzajemnou rovnici ptimky a roviny:

p: P=(13,2), u=(,-1-3),
a: IX+3y+2z+2=0.

a) riznobézné, b) rovnobézné, c) leZi v roving.

5. Vypoctéte odchylku primek p, g, jsou-li:
p: 2X+y—-z2=y+32—-4=0,
g: —X+2y-z2+4=4x-y+3z-10=0.
a) 79°20', b) 81°30", «¢) 77°10'".

6. Vypoctéte odchylku ptimky p a roviny « :
p cP= (2’_11 O)y u= (9) 2,—4),
a: A=(54,3),B=(8,7,6),C=(2,22).
a) 75°30', b) 87°40', c) 89°10'.

7. Urcete vzdalenost dvou rovin:
a: 3Xx—-2y—-6y+35=0,
p: 3x-2y—-6z=0.

)35 b)5 c) +/35.

8. Urcete vzdalenost bodu A =(2,3,1) od piimky p:B=(2,1,0), C=(14,1).

a) E, b) @
11 11

J6

66
) C) —.
) 11

Vysledky testu

1.b), 2. ¢), 3. a), 4. b), 5. a), 6. b), 7. b), 8. ).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 6 pripadech, pokracujte dalSi kapitolou. V opacném

piipadé je tieba prostudovat kapitoly 3.6., 3.7. znovu.

k%
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1. FUNKCE

Pruvodce studiem

V dennim Zivoté, v prirod¢, vtechnice a hlavné v matematice se neustale setkdvame
s funkenimi zavislostmi jedné veliciny (napt. y) na druhé (napi. x). Tak napi. cena jizdenky

druhé tiidy osobniho vlaku zavisi na poc¢tu kilometru.

Elektricky proud | podle Ohmova zdkona zavisi pii daném napéti U na odporu R vodice
podle vztahu I=U/R.

Objem V kruhového kuZele o poloméru r pii dané vysSce v zavisi na velikosti poloméru r

podle vzorce

V :Enrzv.
3

Vezméme v Uvahu rovnici y = 3x2 +1. Zvolime-li libovolné konkrétni realné &islo Xp, Je
touto rovnici urceno prave jedno ¢islo yg, ktere se rovna 3x% +1. Tak napt. ¢islu x; =0
odpovida ¢islo y; =1, kdezto pro ¢islo X, =—1 dostaneme y, =4, apod. Zvolime-li tedy
libovolné ¢islo x e (—oo,+0), je mu rovnici y = 3x% +1 piitazeno prave jedno cislo

y e<1,+m).

TrebaZze vSechny uvedené priklady jsou razného druhu, lze v nich vystihnout spole¢nou

charakteristickou vlastnost touto definici:

Definice:

a) Zobrazeni,viz[2], f:M —C, kde M cC se nazyva komplexni funkce komplexni
proménné.

b) Zobrazeni f:M — C, kde M < R se nazyva komplexni funkce realné proménné.

c) Zobrazeni f:M — R, kde M < R se nazyva realna funkce realné proménné.

= * ok




Matematika I, ¢ast Il Polynomy

o=

Poznamka
Pri dalSim studiu se vzakladnim kurzu matematiky budeme setkavat pouze s realnymi
funkcemi realné promenné. Jedinou vyjimkou jsou polynomy, a proto se o nich kratce zminime

Gvodem.

1.1. Polynomy

Cile

Cilem této kapitoly je rozSiieni znalosti o polynomech (mnohoc¢lenech ), které jsou
nezbytné nutné pro feSeni priklada v nékterych dalSich kapitolach studijnich texta z piredmétu

matematika.

Predpokladané znalosti

Jsou predpokladany znalosti operaci s polynomy v rozsahu stiedni Skoly, tj. scitani
polynomu, nasobeni polynomu ¢islem a polynomem, déleni polynomu polynomem a feSeni
jednoduchych typa algebraickych rovnic (napt. kvadratickd rovnice, binomicka rovnice,

reciproké rovnice).

Vyklad

o=

Definice 1.1.1.

n
Komplexni funkce komplexni promenné p(x) = a,x" +a,_x" L +.. +ax+ag = > agx¥,
k=0

kde xeC,a €C, a,#0 a ne N U{0} se nazyva polynom n-tého stupné.

4
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Poznamky

1. Zobrazeni C — {0} nazyvame nulovy polynom a nezavadime pro néj stupei.

2. Pro polynom uZivdme také nazev mnoho¢len.

3. Cisla a,k=0,..,n nazyvame koeficienty polynomu p(x), které pro nase potieby

budou obvykle ¢isly realnymi.
ReSené ulohy

Priklad

p(x) = 2x* +3x% +1, xeC je polynom ¢tvrtého stupné s koeficienty

aozl’alzo,az :3,a3:0,a4:2-

Poznamka

Soucet, rozdil a soucin polynom: je polynom. Podil dvou polynoma byt polynomem nemusi.
Resené dlohy

x3+2x+2

Priklad  Vypoctéte podil
X+1

Regeni:  (X°+2x+2): (x+1) = X2 w43
X+1

—(x3 + x2)
—x2 +2X+2
—(—x2 —X)

3X+2
—(3x+3)

-1

4

s/
Pan




Matematika I, ¢ast Il Polynomy

Vysledek obsahuje ¢len ﬁ a neni tedy polynomem.
+

Vyklad

Definice 1.1.2.

Rikame, Ze x5 €C je korenem nenulového polynomu p(x), jestlize p(xg) =0. Polynom

X—Xg prvniho stupng, kde p(xg) =0, nazyvdme kofenovym &initelem polynomu p(x).

Véta 1.1.1. Kazdy polynom stupné n>1 ma alespon jeden koren xg € C.

Dikaz véty je obtizny a nebudeme jej provadét.

Véta1.1.2. Cislo xyeC je korenem polynomu p(x) stupné n>1, pravé kdyz existuje

polynom p;(X) stupné n—1 takovy, Ze plati p(x)=(x—Xg) p1(X).

Dikaz: Veétal.1.2. je vétou ve tvaru ekvivalence, to znamena, Ze dukaz je nutno provést ve
dvou krocich. UZijeme vzorce ak —pX = (a— b)(ak‘1 +a 2p+..+ab 2+ bk‘l), ktery

si muzeme ovérit vynasobenim pravé strany rovnosti.

1. Predpokladejme, Ze Xy je kofenem polynomu p(X), tj. p(Xp) =0. Pak plati:

P(X)= p(X)—p(xp) = D ax* = > apxg = D a (X —x§) =
k=0 k=0 k=0

k-2

n
= ag(x—xg) (e x 2xg r0§ExE ) =
k=1

k-2 2 k-1
)

n
=(x=%0) Y, (@ X+ a xoxX* 2+ a ) TP x+ ay x§

k=1

= * ok
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k-1 k-2 k-2

Vyrazy ag X" +aXgX S H..+agXg x+akx('§‘1 jsou polynomy stupné

k-1 pro k=1,...,n. Toznamen4, Ze jejich sou¢tem dostaneme polynom stupné n—1, ktery

oznacime p,(x) a dostaneme p(X) = (X—Xg) Py (X) .

2. Predpokladejme, Ze plati rovnost p(x) =(X—Xg) p1(x). Dosadime x =X, a

dostaneme p(xg) = (X — Xo) PL(Xg) = 0. Cislo xq je tedy koienem polynomu p(Xx).

;U<
(753

eSené ulohy

Priklad  Cislo xg=-1 je kotenem polynomu p(x) = X3 +2x +3.

Redeni:  p(x) =X +2x+3=(Xx+1)(x> =x+3) = (X+1) p(x) = x +1

¢initel = x, =—1 je kotenem polynomu p(X).

Vyklad

je korenovy

A\ ¥
Paxy

Definice 1.1.3.
Plati-li p(x)= (x—xo)k p1(x), kde py(Xp) =0,k e N, pak tikame, Ze xg je

k-nasobny kofen polynomu p(x).

Poznamka

Misto 1- nasobny budeme rikat jednoduchy koien.

= * ok




Matematika I, ¢ast Il Polynomy

Vyklad

Véta 1.1.3. Necht' p(x)je polynom stupné n=1. Pak existuji ¢isla X, Xo,...,X, €C, ktera

nemusi byt razna, takova, Ze

P(X) = an (X=X )(X=X2)...(X=Xy).

A\ ¥
Paxy

Bez dukazu.

Poznamka

Podari-li se nam zapsat polynom p(x) ve tvaru z predchozi véty, rikame, Ze jsme provedli

rozklad polynomu p(x) na koienové ¢initele v oboru komplexnich ¢isel.

Resené tlohy

Priklad  Polynom p(x) = 2x° —6x* +8x% —8x% +6x—2 ma koreny 1,i,1,—1i,1. Jeho

rozklad na koienové ¢initele ma tvar
p(x) =2(x=1)(x—=1)(x=D(x+1)(x-1) = 2(x—1)3(x— D(X+1).

Vidime, Ze koten 1 je trojnasobny a koteny i, -i jsou jednoduché.

Poznamka

Urcit koreny polynoms 1. a 2. stupné vede na 7eSeni linearni a kvadratické rovnice. Obtize
nastavaji p7i urceni koreni polynomz stupné n>3. Pro n=3 a n=4 existuji pomerné
komplikované vzorce pro urceni koreniz, podobné jako existuje vzorec pro 7eSeni kvadratické
rovnice. Pro n>5 takové vzorce vSak vibec nelze urcit. Pro naSe potreby bude stacit ndvod

na urceni koreni polynomi: stupne n>3, ktery uvedeme v pristi kapitole. S pribliznym

urcenim korenz polynomaz se studenti sezndmi v p/edmétu numerické metody.

4
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Ulohy k samostatnému feseni

1. Pro dané polynomy p(x) = x>-2x+5 a q(x) = 3x* +7x3—5x% + 2 vypoctete:

a) p(2), b)  p(-2), c) 9(0),
d)q(-1), e)  p(i), f) a(-),
g) pd+i), h)y  p()+alx), ) a()-p((x),
i) p(x)a(x), k) p@R)a@), ) a(x):p(x).

2. Stanovte koeficienty polynoma tak, aby platilo p(x) =q(x):
a) p(x)= a3x3 +3x% +2x+1, q(x) = b2x2 +byx+by,
b) p(x) = 5x% —8x—4, q(x) = (a+b)x2 +(—a+b+c)x+(a+c).
3. Vynésobte polynomy:
a) (-3x+2)(-3x—-2), b) (x—l)(x2 +X+1), C) (x3 —X+ 2)(x3 -X-2),
d) (2x-5)(@x% +10x+25), €) (x> —xv2 +)(x° +xv/2 +1).
4. Vypoctéte podil polynomii:
a) (2x4 +x3—x? +3x+3):(x+1), b) (2x5+3x4 —2x3+2x+4) ((x+2),
C) (x5 —3x4+ 2x3) ((x=2), d) (x4 X3+ 2x-1): (x2 —2X),
e) (x5 +3x% —5x3 + 2X+4): (x3 —X+1),
f) (x6 +2x° —6x* —x3 +7x2 —5x): (x3—x+1).

5. Rozlozte polynomy na soucin korenovych ¢initehi:

a) p(x)=—x2 +1, b) p(x):2x2+4x+2, C) p(x):x2+x—6,
d) p(x):3x2+2x—1, e) p(x):x2+4, f) p(x):2x2+5,
g) p(X) =x*+13x—48,h)  p(x)=9x*-16, ) p(x)=—x°+2x-2.

6. RozloZte polynomy na soucin korenovych ¢initeli:
a) p(x):3x3—3x2—6x, b) p(x)=x3—8, C) p(x):8x3+12x2+6x+1
d) p(x):2x3+x2—3x, e) p(x):x3—3x2+4, f) p(x):x3—3x2+3x+26,

9) p(x):x4—9, h) p(x):2x4—32, i) p(x)=x6—1.

4
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Matematika I, ¢ast Il Polynomy

Vysledky Gloh k samostatnému feSeni

1. a)9; b)1;¢)2; d)-7; €)5-3i; )10+7i; g)1; h) 3x* +8x3—5x% —2x+7;
) 3x* +6x3 —5x% +2x-3; J) 3x" +7x0 —11x° + x* + 47x3 — 25x% - 4x +10 ; k) 182 ;
x% —x-33
X3 —2X+5
3. 3) 9x% -4 ; b) x> -1 c) (x3—x)2—4:x6—2x4+x2—4 ; d) 8x3 —125 ;
e) (x2+1)2—2x2:x4+1 .4. ) 2x3 - %% +3 ; b) 2x4—x3+2 ; c) x*—x3
d) X2 +X+2+ 2)(_1 ) x2+3x—4+w

X —2X X7 —Xx+1

b) 2(x+1)2 ;) (x=2)(x+3) ; d) 3(x+1)(x—%) e) (x=21)(x+2i) ;

l) 3x+7+ .2.a)ag=0, by=3 by=2 by=1;b)a=3 b=2 c=-7.

- f) X3 +2x° —5x . 5. @) (1-X)L+X);

f) 2(x—i\/§)(x+i\/§) 1 g) (x=3)(x+16) ; h) (3x—4)(3x+4)=9(x—%)(x+%) ,
i) —(x=1+i)(x=1=i) . 6. @) 3x(X=2)(x+1) ; b) p(x)=(X-2)(x+1+iv3)(Xx+1-i"/3) ;
C) (2x+1)3:8(x+%)3 ; d) x(2x+3)(x—1):2x(x+g)(x—1) ) e) (x+1)(x—2)2 X

0 -0+ 27= e D2+ B0 Sy gy (e B ) W 4B)

2
h) 2(x+2)(x—2)(x+2i)(x—2i) ;

1+i2\/§)(x+1—i\/§)(x_1+;\/§)(x_1—i\/§

i) (X+D(x-D(x+ 5 5

).
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A/
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1.2. Horneruv algoritmus
Cile
V této kapitole se nau¢ime urcovat zejména celociselné koreny nékterych polynomii.

Vyklad

n
Pfi vypoctu hodnoty polynomu p(x)= Zakxk n-teho stupné, n>1 v bodé¢ x;eC
k=0

musime provést (n—1)—krat umocnéni xg,xg’,...,x{)‘, n nasobeni koeficienty a n scitani.

Budeme se snaZit pocet operaci snizit. Zpuasob feSeni ukazeme nejdiive na prikladu.

;U<
(7253

eSeneé ulohy

Priklad Pro p(x)= XS+ 4x% + 2% + 3 urdete p(2).

Reseni:
a) Dosazenim: p(2)=22+4.22+2.2+3=8+16+4+3=31.
b) Metodou, kterou budeme nazyvat Hornerovym algoritmem (schématem):
P(X) = (X% +4X+2)X+3 = ((x+4)x+2)x+3,
P(2)=((2+4)2+2)2+3=(6.2+2)2+3=14.2+3=31.
ZapiSme nyni do prvniho tadku tabulky koeficienty daného polynomu, do druhého radku

nejprve opiSme hodnotu a, =1 a pak zvyraznéne soucty z predchoziho vypoctu:

%o 3 ) a %
1 4 2 3
2 1 6 14 31

= * ok
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Matematika I, ¢ast Il Hornerav algoritmus

Lze se presvédcit, ze cisla 6, 14, 31 dostaneme tak, Ze ¢islem Xy =2 nasobime ¢islo 1
z druhého fadku a pricteme k nému ¢islo 4 z prvniho fadku. Pak ¢islo 6 nasobime opét ¢islem

s w7

2 a pricteme dalsi ¢islo z prvniho tadku, tj. ¢islo 2 a dostaneme 14. Posledni krok uz je ziejmy
2.14+3=31. Dostali jsme hodnotu p(2)=31.

Vyklad

Zobecnéni algoritmu:

n
K polynomu p(x) = Z ay xK stupné nagislu xg € C prifadime postupné ¢isla
k=0
bh_1 =an, b1 =Xobe +a¢ pro k=n-1,n-2,...,1 a r=Xgby +ay, kde r je hodnota

p(X,) -

Tabulku pak mtzeme zapsat ve tvaru:

an an1 4 %
X0 bra bh1 = by r

Poznamka

Koeficienty by_1,..., by jsou koeficienty polynomu p;(x) stupné n—1, pro ktery plati:

P(X) = (x—X0) Py(X) +T .

Resené dlohy

Priklad  Urcete hodnoty polynomu p(x) = X3 +4x% + 2%+ 3 pro -1,2,3.

Resenti:
1 4 2 3
-1 1 3 -1 4
2 1 6 14 31
3 1 7 23 72

= * ok
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Hornerav algoritmus

Vyklad

Pro urceni kofent nékterych polynomu uvedeme bez dikazu vétu:

n
Véta 1.2.1. Jestlize v polynomu p(x) = Z akxk, aeZ je a,=1 améli p(x) koteny

k=0

patfici do Z, pak jsou tyto koteny déliteli ¢isla ay.

ResSené Glohy

Priklad  UZitim Hornerova schématu ur¢ete koreny polynomu

p(x) = x*

—x3—7x2+x+6.

Redeni: Pokud existuji celo¢iselné koteny, pak podle véty 1.2.1 to mohou byt &isla

+1,+2,+3a +6. Sestavime tabulku a uvédomime si, Ze jsou-li Xy, X; koreny

polynomu p(x)a p(x) =(X—X,)p,(x), pak X, musi byt kotenem polynomu p,(X).

To znamen4, Ze v tabulce mizeme pii vypocétu pouzit nove vznikly fadek.

1 |-1 |-7 |1 |6
1 |1 0 [-7 |-6 |0
-1 11 |-1 (-6 |0
2 |1 1 |4
-2 |1 (-3 |0
3 |1 0

=X =1 jekofen = p(x) = (x—1)(x3 —7x-6),

= X, =1 je koren = p(x) = (x—1)(x+1)(x*> —=x—6),
= X, =2 neni koren,

= X, =—2 je kofen = p(x) = (X-D(X+D(x+2)(x-3),
=X, =3 jekoren.

Rozklad polynomu p(x) na soucin koienovych ¢initeli Ize napsat ve tvaru

" ¥

* %y
*
*
it
*
-

x*—x3—Tx% 4 x+6= (X=D(x+D(x+2)(x—3).

190
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Kontrolni otazky

1. Kterou z funkci nazyvame polynomem?
a) Komplexni funkci komplexni proménne,
b) komplexni funkci redlné proménné,
c) reélnou funkci realné proménné.
2. Je souc¢inem polynomi polynom?
a) ano, Db) ne, C) nemusi byt.
3. Je podilem polynomi polynom?
a) ano, b) ne, C) nemusi byt.
4. Hornerovym algoritmem lze pro polynom p(x) urcit
a) jen koten polynomu,
b) jen hodnotu polynomu v daném bodg,
c) oboje.
5. Redeni které z uvedenych rovnic vede k uréeni koreni polynomu 2. stupng?
a) Linearni rovnice,
b) kvadratické rovnice,

c) kubické rovnice.

Odpovédi na kontrolni otazky

1l.a); 2.a); 3.¢); 4.¢); 5.Db).

Ulohy k samostatnému feseni

1.Vypoctéte hodnoty nasledujicich polynomi v bodech 0, 1, -1, -2, 3 ptimym dosazenim a
pomoci Hornerova algoritmu:

a) p(x):x3+2x2—x+3, b) q(x):x4—2x2+x—4, C)
r(x):x5—3x3+2x—2.

2. Naleznéte koteny polynomu a proved'te rozklad na kotenové ¢initele:

a) X2 —2x% —x+2, b) xS +2x% —x-2, C) X3 +3x%2 —4x-12,

d) X2 —3x+2, e) X2 +5x% +8x+4, f) x> —3x% +4,

9) x* +x3 —4x® —4x, h) x*—3x3 +4x, ) x*-3x3-3x% +7x+6,
), X2 —x2 +x-1, k) x> —4x% +6x—4, ) x*-x3-x%-x-2,

= * ok
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3. Pomoci Hornerova algoritmu vydélte polynomy:
a) (2x° —7x* +13x° —9x? —14x+8): (x- 2),
b) (2x5 —7x* +13x3 —9x? -14x+8):(x+2),
C) (3x5 —3x* —5x3 + 6x2 —2X+7):(x+1),
d) (3x5 —3x*—5x3 +6x° - 2x+7):(x-1),
e) (x6 —6x° +3x* +19x3 + 2x% — 22x + 21): (x-3).
4. Naleznéte vSechny koieny polynomu p(x), znate-li jeden kotren polynomu:
a) p(x)= X2 —7x+6 X =-3, b) p(x)= 2x3 —3x% —3x+2 , X =2,
) p(x) =4x3 —8x% —x+5 , X =2, d) px)= X3~ %% +3x+5 , X =-1,
e) p(x) = x* —x3 ~17x% ~15x , =5, piXx)= x* —2x3 — 4x? ~16x , X =4.
5. Kterd z ¢isel -3,-2,0,1, 2, 3,4 jsou koieny polynomu

p(x) = x° —x* —10x3 —-5x° - 21x + 36 ?

Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1. 2)3,5,5,5,45; b)-4,-4,-6,2,62; c)-2,-2,-2,-14,166 . 2. a) 1, -1, 2;
(X=-D)(x+D(x=2); b) 1,-1,-2; (x=D(x+1)(x+2); ¢)2,-2,-3; (x=2)(x+2)(x+3); d) 1,
1,-2; (x=1)2(x+2) e)-1,-2,-2; (x+1)(x+2)* )-1,2,2; (x+1)(x-2)%; 9)0,-1,2,-2;

X(X+1)(x—=2)(x+2) h)0,-1,2, 2; x(x+1)(x=2); i)-1,-1,2,3; (x+1)*(x=2)(x=3) j)1,
+H, -1 (X=D(x=D)(x+1) k)2, 1+i, 1-i; (x=2)(x=1-)(x=1+i) 1) -1, 2, +i,-i;

(X+D(x=2)(x—=i)(x+i). 3. a) 2x* —3x3 + 7x% +5x—4 ;

b) 2x4—11x3+35x2—79x+144—£02 - ¢) 3x*—6x3 + X% +5x-7 ;
X+

d) 3x4—5x2+x—1—i1 ; €e) x° —3x* —6x3 + X2 +5x—7 . 4. a)-3,1,2; b)2, -1,% ;

c) 2, % —% pd) -1, 1+2i, 1-2i ;€) 5,0,-1,-3; f) 4,0, -1+iv/3, —1-iv/3 . 5. 1,-3, 4.

4
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Kontrolni test

1. Urcete koeficienty u x> a x* souginu f(x)-g(x) polynomu

f(x) =7x5 +§x4+§x3—5x2 +2Xx -3,

g(x) = 2x3 —3x2 +5.

a) —15,g; b) ,ﬂ; C) ﬂ, 5.
3 3 3

2. Rozlozte polynom f(x) na soucin kofenovych ¢initeha:
f(x)=27x3 —27x% +9x - 1.
a) (9x+1)3; b)  (3x-13 0 (9x-1)°.
3. Urcete celé koteny polynomu f(x) (uzijte Hornertv algoritmus):
f(x)= x2 +3x% —10x — 24.
a) 2,34, b) 2,3, -4, C) 2,-3; 4.
4. Urcete dalSi koieny polynomu f(X) a jeho rozklad na sou¢in korenovych ¢initelt, znate-li
jeden jeho koten X4 :
f(x)=7x* +50x3 -50x -7,  xq=-T.

B LLZ; D) 177 9 L-zis,
7 77

5. Redte rovnici: x* —4x3 —10x? +28x —15=0.
a) 0,135 b) 1,1,-3;5 C) 1, 3;,-5;5.

6. Reste nerovnici: x% - 2x2 - 3x-2<0.
a) xe<l2>; b) xe(-12); ¢ x € (,2).

Vysledky testu

1.a); 2.b); 3.a); 4.a); 5.b); 6.Dh).

4




Matematika I, ¢ast Il

Hornerav algoritmus

Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 5 piipadech, pokracujte dalsi kapitolou. V opacném

pripadé je tieba prostudovat kapitoly 1.1. a 1.2. znovu.
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1.3. Zakladni pojmy a graf funkce

Vyklad

Nyni se jiz budeme zabyvat pouze redlnymi funkcemi realné proménné a proto budeme

zobrazeni M —> R, kde M < R nazyvat struéné funkce. Zopakujeme, Ze funkce je kazde

zobrazeni f:M — R, M c R, které kazdému xeM =Dy pfitadi pravé jednu hodnotu
yeH¢ cR. Mnozinu D; budeme nazyvat definiéni obor funkce f a mnoZinu H

nazveme obor hodnot funkce f. Budeme psat y = f ().

Definice 1.3.1.

Grafem funkce f nazveme mnozinu viech bodi (x, f (x)) v kartézské soustavé souradnic.

Poznamka
Funkce f(x) maize byt dana riznymi zpusoby. Nekteré nyni uvedeme: - y=f(x), y

je z rovnice vyjadreno; rikdme, Ze funkce je dana explicitné,

F(x,y)=0, y neni ze vztahu F(X,y) obsahujiciho proméenné x, y vyjadreno; rikame,

Ze funkce je dana implicitné rovnici F(x,y) =0,

X=p(), y=y(t), te M <R} syame, 7e funkee je dana parametricky,

- grafem,

- tabulkou.

Umluva: Body na ose x o soufadnicich (x,0), resp. body na ose y o souiadnicich
(0, y) budeme pii popisu grafa ¢asto oznacovat pouze X, resp. y.

= * ok
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Cd
~

\:I/
ALY

Resené tlohy

Priklad ~ Mgjme funkci y=x+1, D, ={1,2,3}. Zadejte tuto funkci vySe uvedenymi
zpusoby.
Reseni:
1. Explicitné:
a) Vyjadeni y=x+1 D, ={1,2,3} je explicitni.
b) Zadanou funkci mazeme vSak také vyjadiit explicitné napiiklad ve tvaru

y=|x-1+2,xe{L,2,3}

2. Implicitné:
Rovnice y—x—-1=0, xe{l,2,3} vyjadiuje danou funkci implicitné.
3. Parametricky:
Rovnice x=2+t, y=3+t,t e{-1,0,1} jsou jednim z moznych parametrickych

vyjadieni dané funkce.

4. Grafem:
y
/

4 === e
|
|

3tr——————- -t |

| |
| |

2

| | |
| | |
| | |

i

| | |

| | |

L
0 1 2 3

Zobr. 1 je vidét, Ze grafem dané funkce jsou izolované body v kartézské soustave

souradnic.
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5. Tabulkou:
X 1 2 3
y 2 3 4
Vyklad
Definice 1.3.2.

Funkce fi(x),xeM; a fy(x), xe My se rovnaji, jestlize My=M, =M a

VxeM: fi(x)= fy(x).

YV

any

ResSené tlohy

2
Priklad Je-li f;(x)=x, X € (—0,0) U (0,0) a fy(X) :X—, x e R\{0}, pak f; = f5.
X

Poznamka

Mimo kartezské soustavy souradnic budeme uzivat takzvanou polarni soustavu souifadnic.

V kartézské soustave souradnic vrovine E, je kaidy bod X roviny dan jednoznacné
usporadanou dvojici (x,Yy), kde X,y e R, a naopak. Piseme X =(X,y), viz obr. 2. Zvolime
nyni bod O=(0,0) v E, anazveme jej poc¢atkem polarni soustavy souradnic a primku (osu)
x, O e, viz obr. 3. Kazdému bodu roviny E, priradime dvojici (p,p) kde ¢ € (0,27) je
(kladn¢) orientovany Ghel piimek x,OX a p =|X —0|>0. Je ziejmé, Ze korespondence mezi
takto utvorenymi usporadanymi dvojicemi reélnych cisel a body roviny E, je vzajemné
jednoznacna. Vztah mezi kartézskymi a polarnimi souradnicemi je dan vztahy
X=pCcosp, Yy=psing, (1)

viz obr. 2, 3.

4
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Y 1
YT — — — — — | X=(x,Y)
| p X
|
0 |
s ; ’
0 X 0 X
Obr. 2 Obr. 3
. NV
ReSené ulohy (Y2
” ~
[

Priklad  Grafem funkce x2 + y2 =1, Ds ={xe<-11>:y>0} je palkruznice y=+1- X2,
viz obr. 4. Dosadime z rovnic (1) a upravime:

p2 cos? (p+p2 sin® p=1,

,oz(cos2 go+sin2 (a)zl,

p2:l = p=1 pe<0,7>.

Dostali jsme rovnici p =1 dané palkruznice v polarnich soufadnicich vyjadiené v zadani

implicitné rovnici x2 + y2 =1. Pokud pro hodnoty ¢, o pouZijeme polarni souradnice,

4

y
y=v1-x°
p=1
0 'x
Obr. 4

4
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P
1 M
0 T [0}

Obr. 5
bude grafem funkce p=1 Usecka, viz obr. 5. Dale si muaZzeme vSimnout, Ze kruZnice

X% + y2 =1 v kartézské soustavé souradnic neni funkce, napt. pro x=0 existuji dvé rizné
hodnoty y==1. Vyjadiime-li v8ak kruznici v polarnich soufadnicich rovnici
p=1¢pe<0,2r), pak kaZdé hodnoté ¢ je piitazena pravé jedna hodnota p =1 a kruZnice

je podle definice funkci. Obdobné se tak muZe stat i u jinych kiivek.

Poznamka
Podle definice je funkce f zadana definicnim oborem D a predpisem, ktery kazdému x € D,
prirazuje praveé jedno y = f(x) e H; — R. Casto budeme funkci f zadavat pouze predpisem

a definicnim oborem budeme rozumeét mnozinu viech x € R, pro néz méa dany predpis smysl.
Resené dlohy

Piiklad  Je dana funkce y=+1- X2 +%, urcete jeji defini¢ni obor.

Redeni: Plati 1-x?>0Ax 0,
@—x)@+x)>0Ax =0,
(1-x>20Al+x20)v(1-x<0Al+x<0) Ax#0,

(XSIAXx2-DVv(X>IAx<-D)Ax#0= xe<-10)U(0,1>.

4
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N
AR

Graf funkce je na obr. 6.

Obr. 6.

Ulohy k samostatnému feseni

1.Rozhodnéte, zda jsou si rovny funkce f a g s maximalnimi defini¢nimi obory
D cR, Dg cR:

a) f:y=x, g:y:\/F, b) f:y=x, g:yz(\/;)z,
c) fry=[x, g:y=Vxt, d)f:y=x g:y=x.

2. Urcete defini¢ni obory funkci:

a) y=+Xx+2, b) y=+9-x°, c) y=v-x+v4+Xx,
d) y=+3-x, e) y=+x* -4, f)  y=+ax-x>.
3. Urcete defini¢ni obory funkci:
1-x X—2
a =, b =i C = 3_ y
) Y X* +2x+15 )y \3—x ) Vx
_[X(x=3)

x-1 1
d :—’ e 1 —7
) Y x? —2x-15 )y \' x-4 Ny x—|x|

9) y=In(¥x-4+6-x), h) y=In(l-tgx), i) y= 4_3 ~+log(x® - ),
i) y=+sinx++/16-x*, K) y:sin(ln 3x1+1}’ ) yzlog(ZCosx—\/§),
+X+2, n) y=Insin(x-3)++16-x>.

™ Y = ha—w

4. Znate-li graf funkce y = f(x), xeDjy , sestrojte grafy funkci
a) f,: y=~f(X)+c, by f,:y=f(Xx)-c, c) fy:y=f(x+c),

d)f:y=fx-c), e fs:y=—f(x), f) fo:y=1(-x),
gf,:y=f(c-x)+k, kde ¢c>0, k>0 .

4
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5. Nakreslete graf funkce

a) y=x>+4x—4, b) y=x%-2x+2, ) y=-x>-2x+2.
6. Ze znalosti grafu funkce y = x® nakreslete graf funkce

a) y=-x3, by y=x*+2, c) y=—(x+2)°%,

d)y=(x-2)3%, e) y=-x>+3, f) y=(x+1)>°%-2.
7. Ze znalosti grafu funkce y = 3* nakreslete graf funkce

a) y=-3%, b) y:%SX, c) y=-1+3",

1 X

d) y =3*2, e) y=(§] , f) y=3-3"3,
8. Ze znalosti grafu funkce y =logx nakreslete graf a uréete defini¢ni obor funkce

a) y =log(-x), b) y=log(x-3), ¢) y=loglx,

d) y=1-logx, e) y=2+log(x+1),f) y=|logx|.

Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1. a) ne, nebot g : y:\/x_2:|x|; b) ne, nebot' D¢ =R, Dy =<0,0); c)ano; d) ano.
2. @) x>-2; b) [x|<3tj. xe<-33>; c) xe<—4,0>; d) x<3; e) [x>2 1.
xeR—-(-22);f) xe<0,4>. 3. a) xeR; b) xe<23); c) xe<0,9>;

d) X e (-»0,-3)U(-35)U(5x); e) xe<0,3>U(4,0); f) Df =¢; g) <4,6>;

h) (—g+krc,%+kn), keZ; i) (-LO)U@L2) U(2,0); j) <-4-t>U<0,m>;

K) x e (—%,oo) 1) (—g+ 2kn%+ 2kn), keZ:m) <-20)u(0);
n) 3-2n3-m)U(3,4>.
4. Grafy funkci f, az f, dostaneme transformaci grafu funkce f(x) .
a) Graffunkce f,: y=f(x)+c, Dg = Ds . Graf funkce f, dostaneme posunutim
grafu funkce f v kladném sméru osy y. Velikost posunuti je ¢ (obr. a).

b) Graffunkce f,: y=f(x)-c, D¢, = Ds. Graf funkce f, dostaneme posunutim

grafu funkce f v zaporném smeéru osy y. Velikost posunuti je c (obr. a).

4
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c)

d)

9)

Redeni:

Graf funkce f;: y=f(x+c), D¢, ={xeR; x+ceD¢}. Graf funkce f,

dostaneme posunutim grafu funkce f v zaporném sméru osy x. Velikost posunuti je ¢
(obr. b).

Graf funkce f,: y=f(x-c), Df3 ={xeR; x—-ceDj}. Graf funkce f,

dostaneme posunutim grafu funkce f v kladném sméru osy x. Velikost posunuti je ¢

(obr. b).
Graf funkce fg: y=-f(x), D¢, = Dg. Graf funkce f; je soumérné sdruzeny

s grafem funkce f v osové soumérnosti podle osy x, nebot’ fg(x) =—f(x) (obr. c).

Graf funkce fg: y= f(-Xx), D¢, ={xeR; xeDs}. Graf funkce fg je soumérné

sdruzeny s grafem funkce f v osové soumérnosti podle osy y, nebot’ f¢(x) = f (—X)

(obr. d).
Graf funkce f,: y=f(c-x)+Kk. D¢, ={xeR; c—xeDy¢}. Graf funkce f,

dostaneme postupné transformacemi typu f), c), a). To znamena, Ze nejprve
sestrojime graf soumérné sdruzeny s grafem funkce f v osové soumérnosti podle osy
y, nasleduje posunuti grafu v zaporném sméru osy x o hodnotu ¢ a nakonec posunuti
grafu v kladném sméru osy y o hodnotu k. (obr. e).

Transformace grafu funkce:

4
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| i ’ ek | ] (X
M0 1) ‘\( ) o / *
\ ] / _\\_ _/J_ _:L B /
\ // \_~ -IC\\\ /
I \ -l/ \\\I_//V 1 I T I ///l/ "\ 4\\\'_/}/ 1
A \ /i 1\
/ 7] \ //| 1\
] ]
/ 7] \ / | 4\
/ - \ / ! -
d) €)

5.a) y=(x+2)2-8; b) y=(x-1)%+1; ¢) y =—(x+1)? +3. Grafy dostaneme
transformacemi grafu funkce y = x? (viz piiklad 1.3.4). 6. Grafy viz piiklad 1.3.4,
7. Grafy viz ptiklad 1.3.4. 8. Grafy viz priklad 1.3.4;a) D¢ =(-,0); b) Ds =(3,);

c) D =R-{0}; d) Df =(0,); &) Df =(-L»); f) D =(0,).

4
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1.4. Zakladni vlastnosti funkci a operace s funkcemi

8] - &

V této kapitole jsou definovany nejdulezitéjSi pojmy tykajici se vlastnosti funkci. Pfi
dal§im studiu budou tyto vlastnosti ¢asto pouzivany. Je proto nutné si jejich definice dobie

Zapamatovat.

E——ll Vyklad E——ll

Definice 1.4.1.

Funkce f je ohraniéena shora, jestlize Vxe D¢ 3he R: f(x) <h.

Funkce f je ohrani¢ena zdola, jestlize Vxe D¢ 3d e R: f(x) <d.

Funkce f je ohranigena, jestliZe je ohranicena shora i zdola, tj. ¥x e D¢ 3k e R: | (x)|<k.

U
-
N
l|\\

Resené dlohy

\:ll
/TN
L |

Priklad 1. Funkce y = —‘E , X € (—0,0) U (0,0) je ohranic¢ena shora, definici vyhovuje napt.
X

h=0, obr. 7.

Pan

4 w 7 7 l
ReSené ulohy '
~

s/

Priklad 1. Funkce y = —‘l . X € (-,0) U (0,0) je ohrani¢ena shora, definice vyhovuje
X

napi. h=0, obr. 7.

k%
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X

Obr. 7

2. Funkce y =e*, x e R, je ohrani¢en4 zdola, definici vyhovuje napt. d =0, obr. 8.

Ya
y=¢”
__/ ~
0 X
Obr. 8

3. Funkce y =sinx, x € (—o,0) je ohranic¢ena, definici vyhovuje napt. k=1, obr. 9.

y N
y=1
0 X
y=sin X
________________ )_/:-]_
Obr. 9
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LTI

Vyklad

Bs

Definice 1.4.2.

Funkce f se na intervalu | < D, nazyva rostouci (klesajici, neklesajici, nerostouci), jestlize
VX, Xo € 1ixg <X = F(x) < f(%) (F(x)> fF(x), Fq) < f(x), f(x)= f(x0)).

Funkce spliujici na | nékterou z vySe uvedenych vlastnosti se nazyvaji monoténni na

intervalu I. Funkce rostouci a klesajici na | se nazyvaji ryze monoténni na I.

Resené Glohy

Priklad Dokazte, ze funkce y = x3je rostouci na R.

Reseni: Dokazeme, Ze za piedpokladu X < Xp, ¥;,Xo € R je
x13 < xg’, tj. xg —x13 > 0. Plati:

2 2
3 3 2 2 2 X5 X3 2
X5 =X = (Xp —X) (X3 + XX +X7) = (Xp — %) (X + XX +72—72+ X3) =

2
= (% —xﬁ[(m%)z 3 —%)J.

Podle piedpokladu plati X, —x >0, (X +X72)2 >0 a X3 —XTZ > 0.

Z toho vyplyva xg’ - x13 >0. Funkce y= x> je rostouci na R.

Vyklad

A1/
an

Definice 1.4.3.
Funkce f se nazyva suda (licha), jestlize

VxeDg :=xeDf A f(=x)= f(x) (f(—x)=—f(x)).

206
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Poznamka

Graf sudé (liché) funkce je soumerny podle osy y (podle pocatku) soustavy souradnic.

Vyklad

Definice 1.4.4.
Funkce f se nazyva periodicka s periodou p € (0,), jestlize

Vxe D¢ :xtpeDjs A f(x£p)=f(x).

s/

Pan

ResSené Glohy

Priklad 1. Periodické funkce jsou y =sinx, y=cosxs periodou p=2rz a

funkce y=tgx, y=cotgx s periodou p = 7.

2. Periodickou je také napiiklad funkce y = (-1)*, xe Z, s periodou p = 2. Graf

viz obr. 10.

i R —
[N
Py
b d
+—————-@

[ Y

Obr. 10
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Vyklad

Definice 1.4.5.

Funkce f se nazyva prosta, jestlize Vxq, X, € D 1 X # Xo = f(x) = f(x).

Véta 1.4.1. Kazda ryze monotonni funkce je prosta.

¥
l|\\

Dikaz (ptimy):

Pro Vx,x, e Ds , X # Xy je X <Xp nebo X > X,. Z predpokladu véty vyplyva, ze

f(x) < f(Xo) nebo f(x)> f(xy). V kazdém piipadé je f(xq)= f(xy).

Poznamka

Pamatujte si, Ze funkce prosta nemusi byt monotonni!
Resené Glohy

x+1 pro xe€(0,1)

Priklad Funkce f(x)=
—X proxe<-1,0>
je prosta, neni vSak monoténni, viz obr. 11.

y
+2

Obr. 11
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Vyklad

Umluva: Vyzna¢né body grafu funkce, v nichz je funkce definovana, budeme oznagovat

plnymi krouzky, body, v nichZ neni definovana, pak krouzky prazdnymi.

Definice 1.4.6.

Funkce g1(x) = fy(x)+ fo(x), resp. go(x) = f1(x).fo(x), x € D¢ N Dy, se nazyva soucet,

resp. sou¢in funkci f;, f,. Funkce g3(x) = f(x) ,xeDyg, m(sz \{XG Dy, fy(x) :0}) se

fa(x)

nazyva podil funkci f;, fs.

Definice 1.4.7.

Méjme funkce g a h. Je-li u=g(x) € D, pro x e Dy, mizeme k x prifadit hodnotu
y =h(u) = h(g(x)). Rikame, Ze funkce f(x)="h(g(x)), D; = {x eDg:g(x) e Dh} je funkce

sloZzend. Funkci h nazveme vnéjsi slozkou a funkci g vnitini slozkou skladani.

Resené tlohy

Priklad Funkci f(x)=+v1- X2 , D¢ =<-1,1> muzeme rozlozit na slozky

g(x):l—xz, Dg=R a h(u):\/a, Dy, =< 0, ).

Vyklad

A1/
an

Definice 1.4.8.

Necht je f(x) prosta funkce na D¢ anecht H¢ je jeji obor funkénich hodnot. Funkce

f_l(y) definovana na H ¢ predpisem f‘l(y) =X <y = f(x) se nazyva inverzni funkce

k funkci f (x).
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Véta 1.4.2. Pro kazdou prostou funkci f a k ni inverzni funkci fL plati, ze

VxeDs : FH(F(X))=x a VyeD 1: f(fH(y)=y.

Dikaz plyne piimo z definice.

Resené Glohy

P¥iklad Plati IneX =x, xe R ataké e"Y =y, y e (0,). Logaritmické a exponencialni

funkce jsou inverzni.

Vyklad

NV

l|\\

Véta 1.4.3. JestliZe je funkce f rostouci (klesajici), pak funkce f1 je rostouci (klesajici).

Dikaz (sporem):

Provedeme pro funkci rostouci. Piedpokladejme, Ze

WY2eDaiy1<yan ) 2 F7H(yy).

Funkce f je rostouci a tedy dostaneme f(f‘l(yl)z f(f‘l(yz)). Podle véty 1.4.2 je

Y1 = Yy, €0Z je spor s predpokladem.
Resené Glohy

Priklad K funkci f(x) = x>, xeR, H: =R je inverzni funkci funkce

f‘l(y) = 5\3/? y € R. Obé¢ funkce jsou implicitné uréeny rovnici xS — y =0 a maji stejny

210

k%

NV

an




Matematika I, ¢ast I Zakladni vlastnosti funkci a operace s funkcemi

graf. Vyménime-li v rovnici x =3y proménné, dostavame funkci y =3/x, x e R, jejiz

graf je s grafem funkce y= X symetricky podle pfimky y = x.

Poznamka

Casto se pouziva nazev inverzni funkce k funkci f (x) nejen pro funkci f‘l(y), ale také pro
funkci f 1(x).

S cyklometrickymi funkcemi (arcsin x, arccosx, arctgx, arccotg x) se seznamite

v kapitole 1.5.6.

Kontrolni otazky

1. Kterd z uvedenych moznosti plati pro funkci realné proménné: Funkce je kazdé zobrazeni
f: M> R, McR, které kazdému x e M prifadi
a) alespon jednu hodnotu y € R,
b) prave jednu hodnotu y € R.
2. Kterd z moznosti plati pro graf funkce liché?
a) je soumerny podle osy X,
b) je soumérny podle osy y,
c) je soumérny podle pocatku soustavy souradnic.
3. Je kazda funkce prosta monot6nni?
a) ano; b) ne; C) nemusi.
4. Co plati pro defini¢ni obor D¢ soucinu dvou funkci fy(x)-fo(x)?
a) D¢ =Dg UDy,,
b) D¢ =Dg, NDs,.
5. Ke které z funkci Ize nalézt inverzni funkci?
a) ke kazde funkci,
b) jen k periodickeé funkci,

c) jen k proste funkci.
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Matematika I, ¢ast I Zakladni vlastnosti funkci a operace s funkcemi

6. Funkce sinus je funkci periodickou. Je i ohrani¢enou zdola?

a) ano, b) ne.

Odpovédi na kontrolni otazky

1.b); 2.¢); 3.¢); 4.b); 5.¢); 6.a).

Ulohy k samostatnému feseni

1. Zjistéte, zda je dana funkce ohranic¢end. Pokud neni uvedeno jinak, uvaZujte vSechna x,
pro néz je funkce definovana:
2 2

b) y:1——1, c) y=m+arccos(2x-1),
X_

x-1
:W_L e) y=1-3x, xe(-37), f) y:2arctgm.

2. Naleznéte intervaly, v nichZ je funkce monotonni. Nacrtnéte grafy téchto funkci:

a) y=2x"+4x+3, b) y=—x+5, c) y=[x-2/+[2x-1],
1 —2X X+2
d =—, e =37, =—.
)y X+3 )y " 3—X
3. Z grafu funkce naleznéte maximalni hodnotu funkce:
a) y:5—x2, b) y:—x2—3x+2, c) y:—2x2+ax—a2.
4. Z grafu funkce naleznéte maximalni a minimalni hodnotu funkce na daném intervalu:
a) y:i xe<15> b) yzi, xe<1,4 >, C) yzl_—x, xe<0,4>.
X 2—X 1+x
5. Zjistéte, zda je funkce suda, lichd nebo neni ani suda, ani licha:
3 -
a) y=3x-v1-x%, b) y=2"%, c) y=Iogu,
2+ X
3x 1 e +e¥
d y= : e) y=-=CosX, f) y= ,
2+ x4 X2 2
2 : 3.3
XT—x+1 sin X . X® —X
9) Y= h) y=—7"">5" ) y= :
X“+x+1 (X+sinx) |X|
X_
), y:Xz 1, K y=—2% ) y=arctg
2X 41 COS X + XSin X 1—x2
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Matematika I, ¢ast I Zakladni vlastnosti funkci a operace s funkcemi

6. Rozhodnéte, zda jsou dané funkce periodické. Pokud ano, urcete periodu p :

a) y=sin2 X, b) y=sin X2, C) Yy=XCOSX,

d) y=5in5 e) y:2cos(2x+£j, f) y:1+3tg(5+£j,
2 2 4

g) y=sinx+cos2x, h) y=log(sinx+cosx), ) y= %sin(4nx+ 2).

7. Jsou dany funkce f(x) a g(x). Vytvoite sloZzené funkce fog a go f, urcete jejich

defini¢ni obory:

a) f:y=Inx g:y=1-[x, b) f:y=+X g:y=In(x+1),
c) f:y=—Jx+5 g:y:x2—5, d) 1::y=E g:y=2%
X

8. Naleznéte inverzni funkci k dané funkci. Urcete defini¢ni obor a obor hodnot inverzni
funkce. Pokud neni dana funkce prosta na celém defini¢nim oboru, proved'te zdZeni

funkce na mnoZzinu, na niz je prosta.

Q) y=22 b) y=— 9 y-———
X+21 2+ex, 4[(X+2)3’
1, % 3
d) y=—x+5, e y=537, D Y D
X . x-1
g) y=1-arccos(x—3), h) y=Inl-e"), i) “\3 ¢
—-X

Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1. a) ohranicend, O0<y< %; b) neohranic¢end; c) ohranic¢ena, 1<y <2m; d) ohranicena
zdola, y > -1; e) ohranicend, —20 <y <10; f) ohranicena, —z <y <z . 2. a) klesajici

V (—o0,—1), rostouci v (—1,o0) ; b) klesajici v (-5,); c) klesajici v (—oo,%) , rostouci

v (%,oo); d) Klesajici v (—o0,—3) U (=3,); e) klesajici v (—oo,0); f) rostouci

V (c03)UB®). 3. ) Yy = Y(0) =5: b) Yyuux = y(——)—;7
C) Yuax = Y(= )——% 4. 8) Yyax =YD =4, yyun =Y0) = %
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Matematika I, ¢ast I Zakladni vlastnosti funkci a operace s funkcemi

b) y:L:—1+L,funkceje neohranicend; c) yzl_—X:—1+i,
2—X 2—X 1+x 1+x
3 . L 1
Yuax = Y(0) =1, Yun = y(4)=—g. 5. a) suda; b) ani suda, ani licha, f(—x)=m;

c) licha; d) licha; e) suda; f) suda; g) ani suda, ani licha, f(—x):%; h) licha; i) lich4;
X
j) sudd; k) suda; I)lichd. 6. a) p=m; b)neni periodickd; c) neni periodicka; d) p =2n;
: 1
e) p=m; f) p=2nx; =2n; h) p=2n; i) p==.7.a) fog:y=In/1-|x,
) p=mn; ) p=2n;g) p=2n; h) p=2n; i) p=7 ) fog:iy=Iny1-[x

xe(-11); gofiy=,1-|Inx, xe<ete>; b) fog:y=4/In(x+1), Xxe<0,);

gof:y=In(/x+1), xe<0,00): c) fog:y=-x|, xeR; gof:y=x, xe<-5w0) =

1
2X+1

g jeinverzni k f; d) fog:y:ix, XxeR; gof:y=2;, x#0; 8. a) y= c X#5,
2

y#-2; b) y:In(E—Z), XE(O,%), yeR; ¢) y=—2+3/i4, x>0, y>-2;
X X

3
d) y=x*-5,x<0, y>-5;e) y=1+log32x, x>0, yeR; f) y=2+eX ,x=0,

ye(23)U(3,0);g) y=3+cos(l-x), xe<l-nl>, ye<24>; h) y=Inl-¢e*), x<0,

y <0 (totozna s danou funkci); i) y=3—iz, x>0, ye<13).
1+Xx

Kontrolni test

1. Urcete defini¢ni obor funkce y = V=X + 4+ x.
a) xe<-4,0>; b) xe<0,4>.

2. Rozhodnéte, které z uvedenych funkci jsou prosté:
a) hy={(0,1).(-23),(0,4),(7,2), (6,4)};
b) hy={(-2,2),(0,6), (57),(-3,0)};
c) hs={(7,5),(8,6), (-2,0), (8,4)}.

a) hy,ho; b) ho; c) hs.

k%
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Matematika I, ¢ast I Zakladni vlastnosti funkci a operace s funkcemi

3. Sestrojte graf funkce y = X% — X — 2| a urcete interval, na kterém je funkce klesajici:
1 1
a) Xe (—oo,—l)u(E,Z); b) xe (—1,5).

4. Reste graficky nerovnici: |X+1|<3.
a) X=2 b) X1 =—4, X9 =2, C) Xe<—4,2>.

5. Urcete funkci F(x) =f[g(x)] a jeji defini¢ni obor, je-li

9(x) =1_TX, f(u)= 1+ u, u=g(x).

a) F(X)=,3/1, X #0;
X

b) Fx)=32% x>0
X

c) F(x)=3,/1_—x, X #0.
X

6. Urcete linearni funkci f(x), pro niz plati f(0) =—4, f(3) =11. Najdéte funkci k ni

inverzni.

_ 1 4
a) f(x)=5x-4, f Lix == X+—;
) f(x) (X) Xtz

_ 5
b) f(x)=-4x+5, f Lix :—§+—.
) (%) (x) 22

Vysledky testu

1.a); 2.b); 3.a); 4.¢); 5.a); 6.a).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 5 pripadech, pokracujte dalSi kapitolou. V opacném

piipadé je tieba prostudovat kapitoly 1.3. a 1.4. znovu.
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1.5. Elementarni funkce

Cile

wy ome

je zékladni elementarni funkce. Konecnym poctem s¢itdni, odcitani, nédsobeni, délenti,
skladani a ptipadné invertovani téchto funkci lze vytvotit tzv. elementarni funkce, jejichz

studiem se budeme zabyvat ve velké ¢asti predmétu matematika.

Predpokladané znalosti

Je tieba zopakovat stredoSkolské znalosti o funkcich a jejich grafech. Zejména se

jedna o funkce linearni, kvadratické, exponencialni, logaritmické a goniometricke.

Vyklad

1.5.1. Exponencialni funkce f(x)=e*, xeR

V této chvili je obtizné exponencialni funkci presn¢ definovat. MazZzeme vsak fici, Ze

zakladem mocniny je iracionalni ¢islo e[l 2,718281828459045..., které se nazyva Eulerovo

¢islo. Poznamenejme, Ze tuto funkci Ize vyjadiit ve tvaru nekonec¢neé funkeni fady:
2 3

o0 Xn
eX = Z—=1+x+—+—+... .
~ 21" 3l

Graf exponencialni funkce je na obr. 12.
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Matematika I, ¢ast I Elementarni funkce

Y a y 1 y=In x
y:ex /
0 1 X
1
__//‘
0 X
Obr.12 Obr. 13

Vyklad

1.5.2. Logaritmickou funkci f(x)=Inx, x € (0,),

nazyvame funkci inverzni k funkci exponencialni e* (obr. 13).

Poznamka
Lze definovat funkci f(x)=a* =e*I"® D, =R, ae (0,00)\ {1}, kterou nazveme

exponencialni funkci o zékladu a. Inverzni funkci k funkci a* znacime log, x, D¢ = (0,0) a

nazyvame ji logaritmické funkce o zakladu a.

Vyklad

1.5.3. Konstantni funkce je definovana pfedpisem f(x)=C,ceR.

V piipadég, Ze C =0, hovoiime o nulové funkci. Na obr. 14 je graf funkce f(x)=3.
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Matematika I, ¢ast I Elementarni funkce

y e
y=X
y=3
0 X -
0 x
Obr. 14 Obr. 15

Vyklad

1.5.4. Mocninnd funkce je funkce definovana predpisem

f(x)=x" =e" "X xe(0,0), reR.

Bude-li re N, resp. —reN, resp. r :1, kde ne N, pak maZzeme mocninnou funkci
n

1

definovat piedpisy f(x)=x" =xx.....x, resp. f(x)=x"" :i, resp. f(x)=xn =x.
S— r

r—krat X

Defini¢ni obor téchto funkci pak maZeme rozsifit na D¢ =R, resp. D¢ = R\{0},
resp. pro nliché D¢ =R, pronsudé D; =<0,). Uvedeme ptiklady pro nektera r € R:
1. r=1 f(x)=x,Ds =R, grafem je ptimka, obr. 15,
2. r=2,f(x)= X2, D¢ =R, grafem je parabola, obr. 16,
3. r=3 f(x)=x% Ds =R, grafem je kubicka kiivka, obr. 17,

4, r=-1, f(x) :1, D¢ = R\{0}, grafem je rovnoosé hyperbola, obr. 18,
X

5. r=-2 f(x):iz, D¢ = R\{0}, obr. 19,
X

6. r :%, f () =/X, D¢ =<0,), grafem je ¢ast paraboly, obr. 20,

7. r:%, f(x)zg’/;, D¢ =R, grafem je funkce inverzni k funkci x3, obr. 21,
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ya YA

Obr. 16 Obr. 17

0 X
Obr. 18
y
y N 3
y=3/x
y=vx
0 X
Obr. 20 Obr. 21

8. r=+/3,f(x)=x'3 D =(0,), obr. 22,
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f(x) = x¥3, D¢ = (0,0), 0br. 23.

1
1
9. r=—,
J3
y
y=x"
o x
Obr. 22
Vyklad

1.5.5. Goniometrické funkce:

1. f(x)=sinx, Ds =R, funkce se nazyva sinus, obr. 24,

2. f(x)=cosx, D¢ =R, funkce se nazyva kosinus, obr. 25,

Obr. 24

y=sin X

Y 4
1
y=x"
o 2
Obr. 23
YA
1
T
i n o ? X
| 2 ‘
| |
| |
_______?1 _____ y=CO0S X
Obr. 25

3. f(x)=tgx,Ds = R\{(Zk +1)%: ke Z}, funkce se nazyvé tangens, obr. 26,
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4. f(x)=cotgx, Dy =R\{kz:k e Z}, funkce se nazyvéa kotangens, obr. 27.

y=tg x

(TR

Vyklad

N3

Obr. 26

1.5.6. Cyklometrické funkce:

><\

y

(T

\

y=cotg X

(T

Obr. 27

><\

1. f(x)=arcsinx, D =<-1,1>, je inverzni funkci k funkci sinx, x e< —%% >, nazyva se

arkussinus, obr. 28,

2. f(x)=arccosx, Dj =<-11>,

arkuskosinus, obr. 29,

y=arcsin x

Obr. 28

x\

je inverzni k funkci

Na

cos X, xe<0, 7 >,

y=arccos X

Obr. 29

nazyva se
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3. f(x)=arctgx, D¢ =R, je inverzni funkci k funkci th,XE(—%,%), nazyva se

arkustangens, obr. 30,
4. f(x)=arccotgx,Ds =R, je inverzni funkci kfunkci cotgx, xe(0,7), nazyva se

arkuskotangens, obr. 31.

y=arccotg X

o
N\
OF«‘-‘

Obr. 30 Obr. 31

Poznamky

1. Mezi zakladni elementarni funkce se adi také funkce hyperbolické

X a—X
(hyperbolicky sinus, f (x) =sinh x = %, Ds =R, hyperbolicky kosinus,

X —X A
f(x)=cosh x = ¢ *° , D¢ =R, hyperbolicky tangens, f(x)=tgh x= sinh X , D; =R,
cosh x
_ cosh x
hyperbolicky kotangens, f (x) = cotgh x = — -~ D, =R\{0}) a funkce
sinh x

hyperbolometricke, které jsou inverzni k funkcim hyperbolickym. V zékladnich kurzech

matematiky je vSak nebudeme uZivat.

2. Definovali jsme zakladni elementarni funkce. Funkce, které ziskame scitanim, odcitanim,
nasobenim, delenim a sklddanim zakladnich elementarnich funkci se nazyvaji elementarni.
Souctem, rozdilem, nasobenim, delenim a skladanim dvou elementarnich funkci dostaneme

opéet funkci elementarni.

k%
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Kontrolni otazky

1. Existuje k funkci y = x2 na celém definienim oboru funkce inverzni?
a) ano, b) ne.

2. Je logaritmicka funkce o zakladua >1 rostouci na celém svém defini¢nim oboru?
a) ano, b) ne.

3. Ktera z exponencialnich funkci o zakladu a je na celém svém definiénim oboru klesajici?
a)0<a<l], b) a>1.

4. Je-li funkce tangens periodicka, jakou ma jeji perioda hodnotu?
a) «, b) 27, ¢) neni periodicka.

5. Funkce sinus je periodicka. Existuje k ni funkce inverzni? Jestlize ano, na kterém
intervalu?
a) ano, < —%% >, b) ano, <—-z,7 >,  C) neexistuje.

6. Ktery z grafa funkci je totoZny s grafem funkce y = %—arccosx?

a) y=arcsinx, b) y:arcsinx+§, C) y =arctgx.

Odpovédi na kontrolni otazky

1.b); 2.a); 3.a); 4.a); 5.a); 6.a).

Ulohy k samostatnému feseni
1. Urcete defini¢ni obor funkci:
a) y=1-log(x+2), b) y:In(xz—x—G), C) y:Inli,
—X
d y= t e) y=log(-5x*+4x-3), f) y=Inl-Inx).
In(x—3)
2. Nakreslete grafy funkci:
a) y=2%, by y=27%, c) y=2%,
d) y=log;x, e) y=logy(-x), f) y=log,(2x) .
223
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Matematika I, ¢ast I Elementarni funkce

3. Naleznéte periodu funkci:

a) y=sin3x, b) y:25in§, c) y=2sin(3x+5),
d) y=>5cos2x, e) y=4cos(rzx), f) y=cos 2t6+ 3 .
T
4. Nakreslete grafy funkci:
a) y=-sinx, b) y=1-sinx, c) y=1-cosx,
d) y=sin2x, e) y:sing, f) y:ZCos(x—%j,
9) y= cosX_T”, h)y y=tg2x, ) y=|cotgx.
5. Urcete defini¢ni obor funkci:
a) y=arcsin(x-2), b) y=arcsin2*, C) y:arctgx—_l,
x+1
d) y=arcsin(2x-3), e) y= arccos% , f) y=arctg(tgx),
g) y=arcsin(cosx), hy y= arccosE : i) y=arccotgyl— Y
X
6. Urcete hodnotu funkce:
a) arcsin(-1), b) arcsin(2), c) arctg(-1),
d) arccos(l), e) arctg(v/3), f) arctg(n),
9) arcsin(— g] h) arccos(gj, i) arccotg(l) .

7. Nakreslete grafy funkci f(x), g(x) a porovnejte je:

a) f(x)=arcsinx, g(x)=g—arccosx,

b) f(x)=arccotgx , g(x):g—arctgx :

Vysledky Uloh k samostatnému reSeni

1. a) x+2>0= D¢ =(-2,0); b) (x-3)(x+2)>0= D¢ =(—0,-2) U (3,);

C) (x>0A1l-x>0)v(x<0Al-x<0) = D;=(01) ; d) x-3>0Ax-3#1=

_ » . 2\ 11 _
Df =(3,4)u(4,x); e)pro kazdé xeR je (-5) X_E +£ <0= D =4,
f) x>0Al-Inx>0= D¢ =(0,e) . 2. Grafy viz priklad 1.3.4; funkce y=1Ilog, x je

inverzni k funkci y=2% (grafy jsou soumérné podle piimky y=x). 3. a) pz%n;

k%
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b) p=4n; c) pz%n; d) p=mn;, e) p=2; f) p=672. 4. Grafy viz priklad 1.3.4.

5.8) -1<x-2<1= Dj; =<13> ; b) “1<2*<1 = Df =(—0,0> ; ¢) x+1#0 =

2—X

D =R- {-1}; d) -1<2x-3<1 = D =<12> ; e) —1< <1l =

Df =<0,4> ; f) Df:R—{(2k+1)%, keZ}; g9 Df=R; h) —13%31 =

D =(—0,-1>U<lm) ; i) 1-x2>0 = Df =<-11> . 6. a) —g; b) Nedefinovang;

C) —%; d) 0; e) %; f) Ptiblizne 72°21’; q) —%; h) Nedefinovand; i) % 7. a) Grafy jsou

totozné; b) Grafy jsou totozné.

Kontrolni test

1. Urgete defini¢ni obor funkce y =In(In x).

a) (0,1, b) (L,00), c) (0,00).

2. Urcete defini¢ni obor funkce y = aresinx,
logs x
a) <-11>, b) (1,), c) (0,2).

3. Najdéte vSechna x € R, pro néz plati log, 4 > log, 8.

a) xe(0,2), b) x e (1,0), c¢) xe(0,).
. . 1+x , _—
4. Urcete, zda je funkce y = Inl— pro X € (-1,1) suda nebo licha.
—X
a) suda, b) licha.

5. Urcete periodu funkce y = \/Esin(Bx —%).

a>p=§zr, B p=v2, o p-1.

6. Urcete hodnotu vyrazu V = arcsin(—%) + arccos(—%).
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T T
a) V=—, b) V=—, c) V=L
) V=2 ) V=2 )

7. Urcete inverzni funkci k dané funkci a jeji defini¢ni obor: y = 2arccos(1- x).

a) f_l(x)zl—%; D._; =R,
2 f
b) f_l(X)ZW’ Df—l :R,

C) neexistuje.

8. Urcete inverzni funkci k dane funkci a jeji defini¢ni obor: y =logsg X.

a) F1(x)=5%, b) f(x)=x C) neexistuje.

Vysledky testu

1.b); 2.¢); 3.a); 4.b); 5.a); 6.a); 7.a); 8.a).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 5 piipadech, pokracujte dalsi kapitolou. V opacném

piipadé je treba prostudovat kapitolu 1.5. znovu.
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2. LIMITA A SPOJITOST FUNKCE

Privodce studiem

Funkce y

X
1-V1-x

je definovana pro x e (—,0)w(0,1>. Z grafu funkce (obr. 32) a

z tabulky (a) je vidét, Ze ¢im vice se hodnoty x bliZi k -3, tim vice se funkéni hodnoty blizi ke

3. Pozdgji budeme tikat, Ze funkce ma v bod¢ -3 limitu 3. Podobng, ¢im vice se hodnoty x
blizi k 0, tim vice se funkéni hodnoty blizi ke 2 (obr. 32, tab. (b)). Podobné i v bodé¢ 0, ve

kterém funkce neni definovana, budeme fikat, ze funkce méa v bodé O limitu 2.

X y
-2,98 2,9949
-2,99 2,9974
-2,995 2,9987
-2,999 2,9997
-3,001 3,0002
-3,005 3,0012
-3,01 3,0024
-3,02 3,0049

Tab. (a)

>
X y
0,02 1,0899
0,01 1,9950
0,005 1,9975
0,001 1,0992
-0,001 | 2,0005
-0,005 | 2,0025
0,01 2,0050
-0,02 2,0100
Tab. (b)

V prvnim piipadé je limita v bod¢ -3 rovna funkéni hodnoté a budeme pozdgji tikat, Ze je

funkce v bodé -3 spojitd. Pokud se funkéni hodnota v bodé nebude rovnat limité v tomto

bode¢, nebo funkéni hodnota v bodé nebude existovat, jako v bod¢ 0, budeme tikat, Ze funkce

k%

v bodé neni spojita nebo také, Ze je nespojita.
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2.1. Limita funkce

Cile

Zavedeni pojmu limity funkce je stéZejnim pro dalsSi studium matematiky. Diky jemu se

nauc¢ime, mimo jiné, pocitat s tzv. nevlastnimi prvky, které budeme oznacovat +oo, resp. — .

Vyklad

Definice 2.1.1.

MnoZinu O(xg) ={xe R:|x—Xg <&}, kde &e(0,), budeme nazyvat okolim bodu

(¢isla) Xp.

Poznamky

1. Okoli bodu xg je tedy otevreny interval (Xg—¢&, Xg +¢&).

2. Budeme nekdy rikat, ze O(Xg) z definice 2.1.1. je ¢ - okoli bodu X,.

Vyklad

Definice 2.1.2.

Bod Xy € R je vnitinim bodem mnoZiny M < R, jestliZe existuje okoli O(Xg) tak, Ze plati:

O(xg) = M.

Definice 2.1.3.

Bod a € R nazveme hromadnym bodem mnozZiny M c R, jestliZe

vO(a): (O(a) "M)\{a} = D.

= i’*,i




Matematika I, ¢ast I Limita funkce

Poznamky
1. Mnozinu vSech hromadnych bodii mnoZiny M oznacime M'.
2. Hromadny bod mnoZiny M nemusi patrit do M.

3. Bod beM azaroveii bg M’ se nazyva izolovanym bodem mnoZziny M.

\\II/
A< Resené dlohy
Priklad
. .. 11 . ,
1. Hromadnym bodem mnoziny M = 155 ...t R jebod x5 =0, M"={0}.
2. Hromadnymi body otevieného intervalu M =(a,b) c R jsou vSechny body
xe<a,b> M'=<a,b>.

A1/
an

Definice 2.1.4.

Rikame, Ze funkce f(x) ma v hromadném bodé x, € D} limitu a, jestlize

vO(a) 30(xg) : x € (O(x) \{Xo}) " D¢ = f(x) €O(a). Pideme lim f(x)=a (obr. 33).

X—>Xo

ya

4




Matematika I, ¢ast I Limita funkce

Poznamka

Definici limity a funkce f(x) v xg € D} muizeme napsat také ve tvaru:

-~

\:ll
/TN

Ve>030>0:0<|x=Xy|<o=|f(X)—al|<e pro VxeDs, (obr. 33).

s/
Pan

ReSené tlohy

Priklad
. . G|
1. Uké&Zeme, Ze plati lim =2.
x—1 x-1
x2 -1 3 1
Plati . —2|=|x+1-2|=|x-1 <& pro 0<|x-1< 3, kdyz zvolime & =e.
2. lim = neexistuje, viz obr. 34.
x—0 X
ya
1
0 X
, -1
Obr. 34

3. lim c=c pro ceR. Plati |f(x)—c|=|c—c|=0<¢ provsechna xR a libovolné &.
X—)XO

4. lim x=Xo. Plati |f(x)—Xo|=|x=Xo|<& pro 0<|x—xg|<J, kdyz §=e.
X—>Xo

E.r a*s 230
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Matematika I, ¢ast I Limita funkce

Vyklad

Véta2.1.1. Funkce f(x) mav bodé Xy nejvyse jednu limitu

(lim f(x)=aA lim f(x)=b)=a=h).

X—=>Xp X—>Xp

Diikaz (sporem):
Predpokladejme a=b. Pak existuji O(a) a O(b) takova, ze O(a)nO(b)=. Podle
piedpokladu véty existuje x takové, ze f(x)eO(a) a zéroven f(x)eO(b), coZ je spor,

nebot’ O(a) NO(b) = . Tento spor znamena, Zze a=h.

Véta 2.1.2. Necht Xy e (D¢ ng)' a lim f(x)=a, lim g(x)=Db. Pak plati:

X—)XO X—)XO

lim (f(x)+g(x))=a+Dh,

X—)XO

lim (f(x)-g(x))=a-b,
X—)XO

lim ﬂ:E pro b =0.
x—Xg 9(X)

NV}
T\

Dikaz: Viz napft. [3], str. 69, nebo [4] str. 443.

ResSené Glohy

Piklad Plati lim x" =xg, kde ne N. Dukaz provedeme matematickou indukci.

X—)XO

Pro n=1 vztah plati, viz piedchozi ptiklad 4. Predpokladejme platnost vztahu

lim x" =x§. Podle véty 2.1.2. dostaneme

X—=>Xp
lim X" = lim (x"x)= lim x". lim x=x§.xo = x§*.
X—)XO X—)XO X—)XO X—)XO

Ef * %y 231
= i’*,i

A1/
an




Matematika I, ¢ast I Limita funkce

Vyklad

Véta 2.1.3. Necht je funkce f(g(x)) definovana na mnoziné M a necht’ xo € M". Jestlize

lim g(x)=b, lim f(y)=a aexistuje O(xg) tak, Ze g(x) b pro xeO(xy)\{Xo}.
X—Xg y—b

pak plati lim f(g(x)) =a.

X—>Xp

Dikaz: Z predpokladu Iimb f(y)=a plyne, Ze ke kazdému & >0 existuje 6, >0 takove, ze
y—

pro 0<|g(x)—b|<o plati | f(g(x))—a|<e. Volime-li & =3, pak podle

predpokladu lim g(x)=b existuje k & ¢islo o takové, Ze pro | X—X, | <o plati
X—>Xp

| g(X)—b| < &. Slozime-li oba vysledky, je véta dokéazana.

Resené Glohy

Piiklad Plati
lim v4—x? =2. Dostaneme lim (4—x2):4, lim \/§=2 ad-x>#4
x—0 x—0 y—4

pro xe<-2,00u(0,2>.

Vyklad

¥
l|\\

Definice 2.1.5.

Rikame, Ze funkce f(x) mav bodé xy € D} limitu zprava, resp. limitu zleva, coZ piseme

lim f(x)=a, resp. lim f(x)=Db, jestlize ma funkce f(x) na mnozing
X—>X§ X—Xg

(Xg,©)N D¢, resp.namnozing (—w,xy) "Dy limitua, resp. limitu b.

4
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Matematika I, ¢ast I Limita funkce

Poznamka

Zrejme plati:  lim f(x)=a< (lim f(xX)=ana lim f(x)=a).
X—=>Xo X—>Xg X—>Xg

ReSené ulohy

.o | X . x i
plati lim u:1 a lim u=—1, viz obr. 34. Funkce
x—>0" X x—>0" X

Piklad Pro funkei f (x) = X1
X

f(x) mavbodé O limitu zprava i limitu zleva, neméa v3ak v bodé 0 limitu.

Ulohy k samostatnému feseni

1. Vypoctéte:

a) Iim(x2—3x+2) , b)) lim x+1 , c) lim (x+5)8
X—>2 X—>—-13X—-2 X—>—6
. 2.x X+ 2 . X+k
P iinsx o ) >I<Locosx ’ L kl_%sin(k+7r/2) '
2. Vypoctete Iim2f(g(x)) a Iing(f(x)) pro
D f0=——, g0)=C+1, b =2 g==,
X+1 X+2 X
0) f()=+x, g(x)=x>+1, d) f(x):i, g(x)=x+2 .
X+2
3. Necht f(x)=x2—2x—1a g(x) =coszx. Vypoctéte:
a) !(iinl(f(x)+g(x)) ., b) !(iinl(f(X)—g(X)) , c) IXiTl(f(X)-g(X)) :
d) Iimm , e) lim(f(g(x)) , f) lim(g(f(x)) .
Xﬁlg(X) X—1 X—1

Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1 10 3 19
1. a)0; b)0; ¢)1; d)72; e)2; f)x. 2. a) =,—; b) =,—; ¢) v/53; d) =,—. 3. a)-3;
) ) 0; ¢) ) ) 2; 1) )69 c ) /5, W )

oolb

b)-1; ¢)2; d)2; e)2; ) 1.

= i’*,i
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Matematika I, ¢ast Il Nevlastni limity

2.2. Nevlastni limity

Vyklad

- * s v I 7 w7 7
Mnozinu R :Ru{—oo,oo} budeme nazyvat rozSifena c¢iselna osa a prvky —oo,0

budeme nazyvat nevlastni body. Pro nevlastni body bude platit —oo <a <o pro kazdé a e R.
Kazdy interval (—,a), resp. (a,«),acR, je okolim O(-x), resp. O(x) nevlastnich

bodu.

Piiklad  PromnozZinu N ={1,2,3,...} plati N'={co}.

Nyni mazeme definici 2.1.4 rozsitit také pro nevlastni body. Rekneme-li, Ze v definici

2.1.4 jsme definovali vlastni limitu a ve vlastnim bodé x;, kde a,Xp; € R, muZeme nyni
definovat vlastni limitu a v nevlastnim bodé Xy, aeR, Xy €{—o,0} nebo nevlastni
limitu a ve vlastnim bod& x;, ae{-»,},xyeR nebo také nevlastni limitu a
v nevlastnim bodé xg, a, Xy € {—o,0}. Uvedeme definici vlastni limity a v nevlastnim bodg&

Xp = oo. Ostatni definice jsou analogické a ponechavame jejich formulaci na ¢tenai.

Definice 2.2.1

Rikame, ze funkce f(x) mav bodé xy =0, 0 € D} limitu a, jestlize

vO(a)3O(x): x e O(0) " Ds = f(x) e O(a). PiSeme lim f(x)=a, (obr. 35).

X—>0
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Nevlastni limity

Poznamka

Tuto definici miZzeme také zapsat ve tvaru:

Ve>03keR:x>k=| f(x)—-al<e pro xe D¢, (obr. 35).

Vyklad

Véta2.2.1. Necht lim f(x)=a,a>0, lim g(x)=0 anecht existuje O(xy) takové, Ze
X—>Xg X—>Xg

pro xe Dy N (O(xp) \{Xo}) plati g(x)>0, kde xo (Dt NDgy)'. Pak plati

lim M: o0
x—Xg 9(X)

Dikaz: Zvolme O(x), tj. k >0 aoznaéme &

Podle predpokladu existuje 6 >0

takové, Ze pro 0 <|x—xg |< o plati | f(x)-al<e a 0<g(x)<e. Dostaneme

f(x)>a—¢&>0 atedy
9(x)

k%

g
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Poznamky

1. Vetu 2.2.1 mizeme zapsat symbolicky %zoo, pro a>0, g(x) >0,

resp. a<0, g(x) <0 nebo %:—oo, pro a>0,g(x)<0, resp. a<0, g(x)>0.

2. Dalsi veéty o pocitani s nevlastnimi body oo, —oo zapiSeme symbolicky pro ae R:

i:O, 00 + 00 = 00,
ne )

00,00 = 00, a + 00 = o0,

0, (—00) = —0 a—o0=—00
(—00)(—0) = o0, —00—00 = —00,

3. VSimneme si, Ze vyrazy S, % 0.00, 00 — 0, 00, ooo, 0,1 se v seznamu symbolickych zapis:i
o0
nevyskytuji. Jejich vysledky mohou byt jakymkoliv prvkem z R a pFi vypoctu limit jsou to

prave ty limity, jejichZ urcovani mauze cinit problémy.

Resené tlohy

Priklad
L lim (x3+2)= lim x3+ lim 2=00+2 =00,
X—>0 X—>0 X—>00
3+1 L
3%+ x-1 . X x2 3+0-0
2. lim 22272 im = =3.
x—o X2 -3 X—>o0 1_i 1-0
X2

Ulohy k samostatnému feseni
1. Vypoctete limity nejprve pro x — o potom pro x — —oo:
2 3
. X . 3X° +5x-1 . RIx—
a) lim—, by Iim —— c) lim X~ 6x
x>t X +1 X—>+0 _2x% _3x+ 4 ose 3x+1

236
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Matematika I, ¢ast Il Nevlastni limity

3x-5 2x2+3 \3/x3+2x—1

d) lim : e lim : f lim
) x>t 2 — T X ) X—>+00 /3X4 1 ) X—+0  X+2
x4 X3 +3x% 4+ 2x . i (\/x2+1+ x)2
g) lim : hy |Iim ——m—, i) lim ——— .
X—+0 X+1 X—t0 X2 _X—6 X—>F0 3/X6+1

2. Vypoitéte:

a) lim@Wx2+3x=x), b) lim(x—-vx?-x+1), c¢) lim{x?-9-x),

X—>00 X—>00 X—>0
d) limEx*+1-%x3), e lim (Wx?+x-x) , ) lim(Wx2+1-X) .
X—>0 X—>00 X—00

3. Vypoctéte limity, pripadné jednostranné limity:

a) lim 2X : b)y i x+1 : c) Iimarctgi,
x—>39 — x2 x->2In(x —1) x—-1 1+ X
1
. Ax—-4 . 3x-1 . ”

d) lim -2), e) lim———, lim(eX —x) .
) x—>0( X2 ) ) x-1sin(x —1) " X—>0( )
2_

4. Vypoctéete limity funkce f(x)=2x—4 v bodech a) x=2, b) x=3, C) x=w0,
X®—3x+2

d) x=-2, e) x=1, f) x=-x.
4

5. Vypoctéte limity funkce f(x) = v bodech a) x =-ow, b) x=-3, ¢) x=-1,

(1+x)°
d) x=0, e) x=1, f) x=w.
6. Vypoctéte limity funkce f(x):1+1i v bodech a) x=-o0, b) x=-1, ¢) x=0,
X 1-x
d) x=1, e) x=w.

7. Vypoctéte limity funkce f(x):arctgl v bodech a) x=—-w, b) x=0, c) x=1,
X

d) x=00.

Vysledky uloh k samostatnému feSeni

3 3 3 3 2 2
a)l, 1. b)-=,-=: ¢)-2, -2: d) -=,-= —; P11, 0, 0; h) oo, —o0;
) ) 25 ) ) 7177 f) 0) ) ©, —©

BN AN
3 1

1)4,4. 2. a)E; b)E; c) 0; d)O0; e)%; f) 0. 3. @) 0 pro x—>3, —0 pro x—3";

=

b) —o0 pro x—27, o pro x—>2"; c)—% pro x—>-1", % pro x—-1"; d) —oo;

k%
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e) —oo pro X —>1", 00 pro x—>1"; f)0pro x>0, +o pro x> 0". 4. a) 4; b)g; c)1;

_ N 81 _
d)0; e) —o pro x—>1", o pro x—1"; f)1. 5. a) —o; b)_E; C) —o pro x > -1,
o pro x—-1"; d)0; e)%; f)oo. 6. 2)0; b)0; ¢) —0 pro x—>0", o pro x > 0";
d) oo pro x—>1", —0 pro x —>1"; €)0. 7. a)0; b)—% pro x>0, +% pro x —0";

c)%; d) 0.
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2.3. Limita posloupnosti

Cile

Seznamime se stru¢né s funkci definovanou na mnozing ptirozenych ¢isel a budeme definovat

jeji limitu.

Vyklad

Definice 2.3.1.

Funkce definovana na mnozing ptirozenych ¢isel N se nazyva posloupnost.

Poznamky

1. Posloupnost je tedy zobrazeni N — R.

2. Misto f(n),ne N piSeme a,, které nazyvame n-tym clenem posloupnosti.

3. Jak jsme jiz uvedli N’ ={co} a tedy limita posloupnosti je definovana pouze v bode

XOZOO.

Definici limity posloupnosti maZzeme zapsat podle pozndmky za definici 2.2.1.

Vyklad

Definice 2.3.2.

Rikéme, Ze posloupnost {a,},ne N, ma limitu a jestlize

Ve>03keRVneN:n>k=|a,—-a|<e& PiSeme lim a,=a.

n—o0
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Véta 2.3.1. Predpokladejme, Ze existuje funkce f(x), kde Ds =<1,00) takova, Ze pro

visechnane N je f(n)=a, a lim f(x)=a, pakplati lim a,=a.
X—>00 n—c0

N
AR

Dikaz: Je-li | f(x)—al<e pro x>k, pakplati |a,—al<e pro n>Kk.

Ulohy k samostatnému feseni

1. Z definice limity posloupnosti ukaZte, Ze dané posloupnost {an }‘r’f:l ma limitu a. Pro dané

& naleznéte prislusné k
n-1

a) a,=—; a=1 £=01 £=0,00; £=107°,
n+1
n
b) a =2 . a=I £=0L £=000L £=1075.
2n
2. Vypoctete limitu posloupnosti:
o0 o0 o0
) {3+i} | SR LT , {(n+l)(n4+2)(n+3)} |
31 n=1 n"+1 n=1
3)” ” 2 [3. .17
3 6n+2 4n© ++4/n” +1
o (23 e {aal O RSl
n n“+n+1
n=1 n=1 n=1

3. Vypoctéte:

2
[2
5n% —4n+7 _an?+ynd+n (n+ n +1)

a) lim—— b lim c lim :
)n»w17n +n—6" ) n>o n?+2n-1 ) n>® 2nyn? +1
& lim DO +2(0+3) In? 4 o tim (0D’@n+D)
n—ow n* +n? n—>oo\/7 \/7 n—oo (2N — 1) (n+l)
g) lim n?+2 h) lim J20° 40 i) lim n
now 2n+1 ' oo n—3n n—o n(n+1 +4/n

4. Vypoctéte:

a) limn+2-+n), b) lim n(¥n?+1-n), c) lim L

n—o0 o \/An +5 —2/n
2

. B / 2 n°-1 «/n+ —4/n+3

d) nI|_r>noo(n n“-3n), e) nIEPoo\/F s f) \/F Nk
240
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5.

10.

k%

Vypoctéte:
n n n+3
a) lim 1+ij, b) lim ”szz, ¢) lim (1+fj ,
n—o0 2n n— o0 n n— o0 n
n+5 n n
d) lim 1+1j . e lim 1—5] , f)  lim [Lj ,
n—oo n n—o n n—oo\ N+1
n%-1 5n-3
. 1 . 3n-2 . .
lim|1-— , h lim : i lim n(In(n+3)—Inn).
9) n—>o an ) n—>o 1+3n} ) n—>o ( ( ) )
Vypoctete
: 2"
a) limn(lnn—In(n+2)), h) lim , 0
-0 n—o 2" 41
| |
lim (n+2)+(n+1)!
n—a (n+3)!
1
n_ | |
d) lim-L(1+243+..+n), & lim 2L f  lim(HDHOEDY
n—x 2 n—o 1 n—x (N+2)—-(n+1)!
2N +1
Vypoctéte:
1
— 4_
a)  lim (1+1j“, b) lim >0 ¢ lim (L+(=)"n),
n—o0 n n—>onZ —3n+1 n—o0
n
d) lim (2”_1] e limnda-2iy, f o lim——t
n—o\ N+1 N—co n n3 n—oo /n2+1_n

Do pravouhlého rovnoramenného trojuhelnika o délce odvésny a je vepsan trojuhelnik
tak, Ze jeho vrcholy jsou stiedy stran daného trojuhelnika. Do takto vzniklého
trojuhelnika je stejnym zpasobem vepsan dalsi trojahelnik atd.

a) Urcete soucet obvodu vsech takto vzniklych trojuhelnika.

b) Urcete soucet obsaht vSech takto vzniklych trojahelnika.

Do kruhu o poloméru r je vepsan ¢tverec. Do tohoto étverce je vepsan kruh, do néj opét
¢tverec atd.
a) Najdete limitu souc¢tu obsaht vSech kruhd.

b) Najdéte limitu souctu obsahti vSech ctverci.

Najdéte limitu pro n — oo obvodu pravidelnych n-thelnika
a) vepsanych do kruznice o poloméru R,

b) opsanych kruznici o poloméru R.
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11. Bod C; rozdéluje usecku AB=I na dvé poloviny; bod C, puli tse¢ku AC;; bod C; puli

usecku C,Cy; bod C4 puli Usecku C,Cs; atd. Urcete limitni polohu bodu C,, pro n — .

12. Usecka AB=a je rozdélena na n stejnych &asti a na kazdé této asti je sestrojen
rovnoramenny trojuhelnik s thlem « = 45° pii zakladné. Ukazte, Ze limitni délka lomené
¢ary pro n — oo je razné od délky usecky s koncovymi body A, B, prestozZe v limité
lomena ¢ara ,,geometricky splyne* s isec¢kou s koncovymi body A, B.

INANSNNS NSNS

A B

13. Odvésna a pravouhlého trojuhelnika je rozdélena na n stejnych ¢asti. Na kazdé ¢asti je
sestrojen obdélnik vepsany do trojuhelnika. Vypoctéte limitu souc¢tu obsaha takto

VepsanS/Ch obdélnicka pro n - oo, %
/é
]

/]
7

A

Vysledky Uloh k samostatnému feSeni

1. a) k(g)=[g—1] k=19; 1999; 1999999 b) k(g){logzl] k=3 9; 19.
& &

2. a)3; b)1; ¢)0; d)8; e)16; f)4. 3. a)%; b) 4; ¢)2; d)0; e)0; f)%; g)%; h) O;
i) 1. 4. a)0; b)%; C) ; d)g; e) 0; f)%. 5. a) Ve b)e; c)et; dye; e) e f)eL;

9) %; h) e>; i)3. 6. @)-2; b)1; ¢)0; d) %; €)0; f) 1. 7. a)1; b)eo; c) nema limitu;

d) oo; €)oo; f)oo. 8. a) 2a(2++/2); b) %az. 9. a) 27r?; b) 4r?. 10. a) 2zR; b) 2zR.

11. lim AC, L1 im d, =av2. 13. ab.
n—o0 3 n—oo 2
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2.4. Spojitost funkce

Cile

NejcastéjSimi funkcemi, s kterymi se setkdvdme v matematice i v jejich aplikacich, jsou

funkce, jejichz limita v bodé X je rovna funkéni hodnoté v tomto bodé. Seznamime se

s vlastnostmi takovych funkci.

Vyklad

Definice 2.4.1.

Jestlize xg € Dy n(D¢)'a lim f(x)= f(Xy), pak fikdme, Ze funkce f(x) je spojita
X—>Xo

v bodé xg.

Véta 2.4.1. Necht jsou funkce f(x), g(x) spojité v bod¢ x5 € (D5 N Dg)', pak jsou spojité

Rl

i funkce f(x)+g(x), f(x).g(x) apro g(x)=0 je spojita i funkce ()

Diikaz: Plyne piimo z véty 2.1.2.

Véta 2.4.2. Piedpokladejme, Ze funkce f(y) je spojitd v bodé b a necht’
lim g(x)=h. Pak lim f(g(x))= f(b).
X—>Xp

X—)XO

Diikaz: Platnost vyplyva v podstaté z véty 2.1.3.

Definice 2.4.2.

Rikame, Ze funkce f(x) je spojita v intervalu (a,b) c D¢, jestlize je spojita v kazdém

bode¢ intervalu (a,b).
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Véta 2.4.3. Jestlize je f(x) zakladni elementarni funkce a interval | < D¢, pakje f(x)

spojitd v intervalu 1.

Ul
~

\:ll
/TN

Dikaz: Vyplyvéa z definice z&kladnich elementarnich funkci, viz ¢ést 1.5.

Poznamky

1. Patri-li krajni body intervalu <a,b>do D¢ a lim f(x)= f(a), resp.
x—a’

lim f(x)= f(b), pak /ikame, Ze je f(X) spojita v bod¢ a zprava, resp. v bodé b zleva.
x—b~

2. Z vety 2.4.3 vyplyva, Ze soucet, soucin, podil a sloZeni spojitych funkci je funkce spojita.

3. Vetsinu limit Ize tedy vypocitat pF/imym dosazenim, tj. lim f(x)= f(xg), Xp € D¢.
X—=>Xg

4. VyuZijeme-li znalosti o pocitani s nevlastnimi body, miZzeme vetSinu limit vy/esit také
dosazenim; ziskdme-li nektery z vyrazii uvedenych v posledni poznamce za vetou 2.2.1, je

t/eba funkci vhodnym zpzisobem upravit.
Resené dlohy

x2+x+1_22+2+1_7

Piiklad 1. lim 2 == =—,
Xx>2x°—x+1 2-2+1 3

2. lim Inx=—oo, 3. lim e* =0,
x—0" X—>—o0

4. lim Inx =oo, 5. lim e* =1,
X—>00 Xx—0

6. lim —'XH:Q, proto funkci upravime:
x—0 X 0

L
>

X121 Ax+141 0 x+1-1 : X : 1
lim . =lim——=Im——= lim ——
x—0 X VX+1+1 x-0x(Vx+1+1) x-0x(vx+1+1) x->0/x+1+1

244

k%

s/
Pan




Matematika I, ¢ast Il Spojitost funkce

A\ ¥
Paxy

Poznamky

Bez ditkazu uvedeme limity nekterych funkci, které budeme pouzivat:
. sinx . ) > Lo
- lim —— =1, dikaz viz [1, cast 1], priklad 11.10, str. 28,

x—0 X

- lim (1+ E)X =e, dikaz viz [4, cast 1], véta 5.15.17, str. 446 a veta 5.1.9 na str. 477,

X—>00 X

- tim a=2)* =2 dikaz viz [4, cést 1], priklad 5.38, str. 477,
e

X—>00 X
. a*-1 e : . ;
- lim =Ina, tj. lim =1, dikaz viz [4, cast 1], priklad 5.61, str. 485.
x—=>0 X x—=>0 X
Vyklad

Vlastnosti spojitych funkci muzeme vyuZzit pti ¥eSeni nerovnic. Z piedchozich Gvah
ziejme vyplyva:

Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu I, pro vSechna xel plati f(x)=0 a existuje-li
Xp €| takové, Ze f(xg)>0, resp. f(xg) <0, pak f(x)>0, resp. f(x)<0 pro viechna
xel.

Nerovnici upravime na tvar f(x)>0, nebo f(x)>0. Defini¢ni obor D¢ rozdélime na
podmnoZziny, v nichZ je f(x) spojita. V téchto podmnoZinach stanovime nulové body funkce
f(x). Tim jsme rozdélili D¢ na ¢asti, v nichZ je vzdy f(x)>0 nebo f(x)<0. Stac¢i pak

zjistit znaménko funkce v jediném bod¢ z kazdé ¢asti Dy .
Resené Glohy

Piiklad Reste nerovnici _ UL <1.

x> +3x—4
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Reseni: Nerovnici upravime na tvar f(x)>0.

2 a4y 2 4 B
27)(—+1_1§0:>_X2;4X5§0:>X2;4X520:>f(x):wZ0.
X< +3x—4 X% +3x—4 X% +3x—4 (x=1(x+4)

Body nespojitosti funkce f(x) jsou % =1, xo =—4. Nulové body funkce f(x) jsou

X3 =5, X4 =—1, obr. 36.

Obr. 36
Mnozinu R jsme rozdélili na pét ¢asti: (—o0,—4), (-4,-1>,<-11), (1,5>,<5,). V kazdé
¢asti zvolime libovolny bod X a uréime znaménko

f(x): F(-5)>0, f(=2)<0, f(0)>0, f(2)<0, f(6)>0.

Plati tedy, Ze f(X)>0 pro X e (—wo,—4)u<-1,1)U<5,0) atedy 27X—+1 <1ve
X~ +3x—4

sjednoceni uvedenych intervald.

Kontrolni otazky
1. Je kazda posloupnost konvergentni?

a) ano, b) ne.
2. Kolik ma posloupnost limit?

a) nejvyse jednu, b) alespon jednu, C) Zadnou.
3. Jaka je podminka pro jednostranné limity v bodé Xxq, plati-li Xl_l)mx f(x)=a, aeR?

0

a) rovnaji se ¢islu a,
b) jedna muze byt nevlastni,
c) neni podminka.
4. Lze funkci dodefinovat tak, aby v bodé xg, ve kterém neni definovana, byla spojita? Co
musi platit?
a) ano, existence vlastni limity v bodé X,

b) ano, existence jedné nevlastni jednostranné limity,

c) nelze.

k%
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Spojitost funkce

. 1 e . . 1
5. Mafunkce y=— vbodé xg =0 limitu? ReSte na zaklade¢ znalosti grafu funkce y =—.
X X

Zduvodnéte!

a) ano, existuji jednostranné limity v bod¢ xg =0,

b) ne, jednostranné limity se sobé& nerovnaji.

6. Funkce y=tgx je na intervalu (—%,g) spojita. Je na tomto intervalu ohrani¢ena?

a) ano, b) ne.

7. Funkce y=sinx je spojitd pro VX € R. Je spojita také funkce y =sin(sin x)?

a) ne, VX eR,

b) ano, ¥xeR.

Odpoveédi na kontrolni otazky

1.b); 2.a); 3.a); 4.a); 5.b); 6.b); 7.h.

Ulohy k samostatnému fe3eni
1. Vypoctéte:
a) lim sin 3x , b) lim S|_n4x ’
x—0 X x—0 SIN5X
d lim—X o) lim 9K
x—0SIn 2x x—>0 X

2. Vypoctéte:

. 1-cosx . COSX —cos3 X
a) lim TR b) Ilm—2
x—>0 X x—0 X
.2 3 .2
. SIn“ 2x . 3x°=sin“ x
d) lim — e) lim —
x—0 x“(1-x) x—0 2X

3. Vypoctéte:

1) 3\
a) lim [1+—j , b)) lim (1+—j ,
X—>00 X+4 X—>00 X

4

f)

lim

x—0

lim

x—0 sin35x

lim
x—0

lim
X—00

. X
SIn—
lim —2
x—0 2X

[

sindx+sin7x

sin 3x

3x3

3x3 —sin® X

3

2x3

1+—
X

4)X+3
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2x+5)*" X =
d) lim , ) lim(1+2x)* lim (1-4x) * ,
) x—m(ZX—i—Bj ) x—>0( ) " X—>0( )
2X kx X X
g lim &1 h lim &1 )y lim &P
x—>0 X x=>0 X x—0 X
4. Pro ktera x je funkce f(x) spojita?
2_
Q) f)=x-2x2+x=5 ,b)f(x)=2 34 , 0) F(X)=vVx2-x-6,
X+
x2 +5x—3 2 .
d) f(x)zﬁ , e f(x)=Inh(2-x°), f) f(x)=arcsin(x-2) .
X~ +5X° +6x
5. Pro ktera x neni funkce f(x) spojita?
a) f(x)=vx>-9, b) f(x):SIT)fxil) , c) f(x):arctgi,
X 1-2e* 2x+1
d f(x)=—, e) f(x)= TR f) f(x)= :
tgx 1-e°* 2%

6. Funkce f(x) neni spojita pro x =0. Lze rozsitit definici funkce ptidanim funkéni hodnoty

f(0) tak, aby byla v bodé x =0 spojitd?

2 .
A 1Ly - 0 ==X,
2
) f0="X g =2, n =2t
X 3tg“ x X
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Spojitost funkce

Vysledky tloh k samostatnému reSeni

1. a) 3; b) g;c)%; )—g e) k; f)—

b) e3; C) e4; d)e; e) e2; f)e_4; g) 2;

)— D)1 ¢)

hy kIna: i) In%.

i de) -

f)l 3. a)e;

4. a) R; b) R—{-3};

Q) (~=,-2>U<3x); d) R-{-3-20}; €) (—/2,42); ) <13>.

b) x=1; ¢) x=0; d) x:k%, kKeZ; e) x=

0; f) spojita.

f(0)=1; c) ne; d) ano, f(O):%; e) ano, f(O):% ; ) ne.

Kontrolni test

4 2
1. Urcete limitu: lim n_—7n"+n
n—>005(n+1)(n +5)

mé )0, «¢) o,

] sin4x
2. Vypodététe lim ——.
P Xx—>0VX+1-1

a) 2, b)4, «¢)8.
1-x

3. Vypoctéte lim (1-4x) X .
x—0

a) e, b) e, C) neexistuje.

Vx2+9

4. Vypoctéte limity funkce y =
a)ll,  b)-1-1 c¢)L-L

5. Vypotste lim (——)2"
n—0 N

a) e, b)e?, ¢ =
6. Vypoctéte lim COth.
x—ot 19X

k%
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6. a) ano,

v bodech Xq = +o0, Xg = —o.

5. a) xe(-3,3);

f(0)=—4; b) ano,
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a) 0,  b)+oo, ¢) —o.

7. Urcete, pro ktera x je funkce f(x) spojita:

y =2 —arccos(3—Xx).

a) Xxe<2,4> b) xe<-11>, c) xeR.

8. Urcete, pro kterad x neni funkce f(x) spojita:

f(x) :X—+5+tg2x.

a) x=4, x= (2k+1)%,

b) x=4, x=kZ,
2
c) X=4.
N 1-cosx . .
9. Lze rozsirit definici funkce f(x) = S v bodé nespojitosti tak, aby pak byla v tomto
inx

bod¢ spojita?
a) ne, b) ano, f(0) =0.

Vysledky testu

1.¢); 2.¢); 3.b); 4.¢); 5.b); 6.b); 7.a); 8.a);9.b).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 6 pripadech, pokracujte dalSi kapitolou. V opacném

piipadé je tieba prostudovat kapitolu 2 znovu.
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3. DERIVACE FUNKCE

Privodce studiem

Derivace funkce je pojem, ktery je dileZity nejen v matematice, ale ve viech technickych
disciplinach. Jeji dokonalé pochopeni a zvladnuti techniky derivovani funkci je zdkladnim

piedpokladem pro Uspésné studium na vysoké Skole technickeho zaméieni.

3.1. Definice derivace

Vyklad
Definice 3.1.1.
Definujme funkei f, (x)z%;o(xo) pro xe D¢ \{Xo}, kde xq € Df N D%.
Existuje-li vlastni limita

fikdme, Ze funkce f(x) mé v bodé xq derivaci f'(Xp).

Poznamky

1. Funkce fx0 (x) :M znamena smernici primky, kterd prochazi body

(Xo, T(Xp)), (x, f(x)), obr. 37. Limita Xll)n;o fy, (X) = F'(Xo) je smérnice tecny ke grafu

funkce f(x) vbode Xy, obr. 38. Rovnice této techy je y— Yo =tga(X—Xg),

. y=Yo = F'(x)(x=Xp).

k%
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ya y
y=f(x)
fO) -
|
b F09-£0¢)
I f(x,)
O | - |
| -
0 X, X X 0
-
X=X,
Obr. 37 Obr. 38

2. Predpokladejme, Ze s(t) je velikost drahy, kterou hmotny bod urazi za cas t. Vyraz

s(t) —s(tp)

- pro t=ty; znamena rychlost hmotného bodu, kterou se musi rovnomerné
—lo

pohybovat, aby se zpolohy s(ty) dostal do polohy s(t) za cas t-tp. Derivace
s(t) —s(tp)

s'(tp) = lim ————== urcuje okamZitou rychlost bodu v case t;.
toty t-{p

3. yraz f(x)—f(Xp) =T (Xy) nazyvadme piiristek funkce a vyraz x—xg =Xy nazyvame
pFirastek argumentu.

4. Limitu lim fXO (x), resp. lim fX0 (x) nazyvame derivaci zprava, resp. derivaci zleva
X—>X§ X—>Xg

funkce f(x) vbode xg.

5. Normala ke grafu funkce f(x) v bode Xy je primka kolma k tecne funkce f(x) v bode xg.

Pro jeji smernici plati tgﬂ:—%. Rovnice normaly k funkci f(x) v bode Xy ma tvar
X0
1
y—Yo =1~ (X—Xp)
f'(xo)
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Vyklad

Véta 3.1.1. Necht existuje f'(xy). Pak je funkce f(x) v bodé xy spojita.

Pro x =Xy je f(x):wa—xo)jt f (xg). Dostaneme
—X0
lim f(x)= lim M. lim (x—xg)+ lim f(Xp) = f'(Xg).(Xg —Xg) + T (Xg) = f(Xg)-
X—>Xg X—>Xg X—=Xg X—>Xg X—>Xg

Priklad: Funkce f(x)= x| je spojita pro x € R.

N b .|
Pro xp=0 je lim u:—1 a lim 1]
x—>0" X x—>0" X

=1, obr. 39. Derivace funkce | x| v bodé 0

zprava je

y=/|

X v

0

Obr. 39

razna od derivace zleva. Z toho vyplyva, Ze v tomto bodé derivace funkce | x| neexistuje.

Poznamka

Z vySe uvedeného prikladu plyne, Ze vétu 3.1.1 nelze obratit.
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Definice derivace

Vyklad

Definice 3.1.2.

Funkci f’(x) definovanou pro viechna x e Dy n D%, Vv nichZ derivace existuje, nazveme

derivaci funkce f (x).

Resené dlohy

Priklad: Dokazte, Ze ¢'=0, kde ce R.
~ . —C . 0
ReSeni: ¢'= lim = lim =0.
X=X X—Xg X=X X—Xp
Poznamka

Provedeme-li oznaceni v definici 3.1.1 podle obr. 40, miZzeme psat

f(x+h)—f(x)
h—0 h '

f/(x) = lim

Y 1

f(x+h)

f(x) |

y=f(x)

f(x+h)-F(x)

-
h
Obr. 40
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Definice derivace

A\ ¥

Pax

Resené dlohy

s/

any

Priklad: DokaZte, Ze pro ne N plati (x") =nx".

. . nox" n n
Redeni:  (x") = lim X+ =x lim E(xn T P (T B L
h—0 h h—0h 1 2
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3.2. Zakladni vlastnosti derivace

E——H Vyklad

@ Véta 3.2.1. V bodech xg, v nichZ existuji derivace u’(x), v'(x) plati

L (U0 +V(X))oy, =U'(X0) +V'(X0),

2. (U(X)V(X))=x, =U'(Xo)V(Xg) +U(Xo)V'(Xp),

3.(c u(x))’xzxO =cU'(xp), kde ceR,

. (@J _UCV00) —UCVER) [y 20
X=X

v(x) v2(x0)

Ditkaz: 1. (U(X)+V(X))yox, = lim u(x) +v(x) ~u(xo) V(%) _ ... uX)-ulx) ,

X—Xp X—=Xg X—Xp X=Xp

+ lim V(X) _V(XO)

o xg " (Xo) +V'(X0)-

2. (UOYV(N))ex, = X&mxo u(X)V(x)X—_ux(Oxo)V(Xo) _

i YOV(X) —u(xg)v(X) + U(%g)V(X) ~U(X0)V(X0) _
X—>Xg X—=Xg

_ tim YIZUC0) iy tim u(g) I 2YO0) i (o) + UV ().
X—>Xg X—=Xg X—>Xp X=Xp

3. (C-U()Nyy, = lim c.u(x))(—f((~)U(Xo):C lim Y(X) —u(xo)
X—Xg -

=C- U'(Xo).
X—>Xg X—=Xg

1 1
4_( 1 j i YOO V() _ o V(X)) V(%)

v0) X=X X=Xo x—% VOOV(X)(X—Xg) vZ(Xo)’

u@) (e L) L V(%) | U'(Xp)V(%) —U(X0)V'(Xp)
[v<x>j o (“(X)'v(x)) e P00 +”(X°)'[ }‘ '

V2 (x) v2(x)
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A\ ¥
Pax

Resené dlohy

s/
Pan

Priklady

L (x* +3x% = x+3) = (x*) +3(x%) = () + (3)' = 4x° + 6x 1.

2 ( 2x+3 j' (2x+3)(x2 —2x+1)— (2x+3)(x? —2x+1)’ _
U x% —2x+1 (x2—2x+1)2
_2(x2—2x+1)—(2x+3)(2x—2)__2 x2 +3x—4 __,(=D(x+4) _  x+4

= X =1,
(X% —2x+1)? (X% —2x+1) (x—1)? x—1

Vyklad E——H

Véta 3.2.2. Necht' existuji derivace ¢'(Xp) a f'(¢(xg)). Pak existuje derivace sloZzené @

funkce g(x) = f (¢(x)) v bodé¢ X, a plati

9'(x0) = F'((x0))-¢'(Xo)-

A\ ¥
Pax

f(y) - f(e(x0))
Ditkaz: Oznacime hy (y) = y—o(Xp)

f'(p(X0)) pro y = p(Xo).

pro y # o(Xp),

Funkce hy, (¥) je spojita v bodé ¢(xg) a plati

S0 - fim 900=800) o T~ Fola) i (F00)~ F(olia)) (o) ~o0ig)
X=X X=X X—>Xo X=Xo X—>Xo (p(X) — (%)) (X — Xp)

- lim [hxo (w(x».M}hXO( iim (). lim 28 =200) _ 0000 0/ (x0).
X=X X—=Xg X—>Xg X=X X—=Xp

s/
Pan

Resené dlohy

Priklad  ((x* -3x+1)1%) =10(x* -3x+1)°.(2x - 3).

Ef * %y 257
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Vyklad

Véta 3.2.3. Necht' je y= f(x) spojita a ryze monoténni funkce v intervalu | a necht’ k ni
existuje f'(xg) =0 pro Xy 1. Pak existuje derivace inverzni funkce f‘l(y) v bodé¢

Yo = f (xo) a plati

_ ! 1
(770 ooy, = To

Dukaz nebudeme uvadét. Za predpokladu existence derivace inverzni funkce ale mizeme

derivovat rovnici x = f ~(f(x)), tj. 1=(f 1(f (x))).f'(x), z cehoz plyne

(70 =565

Nyni uvedeme dv¢ dulezité véty diferencidlniho poctu, které nebudeme dokazovat.

Véta (Rolleova) 3.2.4.  Necht’ je funkce f (x) spojita v intervalu < a,b >, necht existuje
jeji derivace f'(x) pro xe(a,b) a f(a)= f(b). Pak existuje & (a,b) takové,
ze f'(£) =0, obr. 41.

Ya

f(8) -
f(a)=f(b)|
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f(b)

f(a)
f (&)

Obr. 42

Véta (Lagrangeova) 3.2.5. Necht’ je funkce f (x) spojita v intervalu < a,b > a necht’ jeji
derivace f'(x) existuje pro x e (a,b). Pak existuje & e (a,b) takové, Ze

f(b)— f(a) = f'(&)(b—a), obr. 42,

Poznamka

Predchozi vety rikaji, Ze za danych predpoklad: existuje alespor jedna tecna ke grafu funkce

f (x), ktera je rovnobézna s primkou spojujici body (a, f (a)), (b, f (b)).

Véta3.2.6. Necht f'(x)>0, resp. f'(xX)<0 pro vSechna xe(a,b). Pak je funkce

f(x) v (a,b) rostouci, resp. klesajici.

NV}
T\

Diikaz (sporem): Dikaz provedeme pro f'(x) > 0. Piedpokladejme, Ze existuji
X1, Xo € (a,b), X <Xy aplati f(x)= f(Xy). Podle véty 3.2.5. existuje & € (a,b) takové, ze
f(xo)— f(xq) = f'(£)(xo —x). Leva strana této rovnice je mensi nebo rovna nule a pravé

strana je vétSi nez nula. To je spor s predpokladem.

Resené dlohy

Priklad: Funkce y= X2+ 4x jerostouci v R, protoze y' = 3X% +4>0 pro viechna x € R.

= i’*,i




Matematika I, ¢ast I

Derivace zakladnich elementarnich a elementarnich funkci

o=

3.3. Derivace zakladnich elementarnich a elementarnich funkci

Predpokladané znalosti

V nésledujicich Gvahach budeme uzZivat vztahy zndmé ze stredni Skoly a vztahy uvedené

v predchazejicich kapitolach tohoto textu. Né&které z nich pfipomeneme.

3.3.1. Exponencialni funkce

Vyklad

Pro odvozeni vzorci budeme uzivat nasledujici znamé vztahy:

e =eXe*2, wx, %, € R, lim

X_
€ 1:1,<';1X:e"'”‘"‘, proxeR a ae(0,00)\{1}.

x—0 X

Dostaneme:
X+h X X~h
. e —-e . e’e
(e*) = lim ——=lim
h—0 h h—0

(aX )r — (exln a); — exln a_(xln a)r —

3.3.2. Logaritmické funkce

Vyklad

UZitim vztahu pro derivaci inverzni funkce pro funkci y=Inx, tj. x=eY a funkci

eh

) -1
=e* lim ——==¢*, ¥xeR,
h—0

_eX

a*-lna, VxeR.

y =log, x, tj. x=a¥,ae(0,00)\{1}, dostaneme:

(Inx)’:izi:l, pro x e (0,),
y Yy X

(€') e
1 1

(log,x) = = =
a (ay)’ a¥lna Xlna

* %y

* *

* *

* *

* ok
4

, pro x € (0,x).
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3.3.3. Mocninné funkce

Vyklad

Uzijeme vztahu x" =e""X x e (0,),r e R.

r-1

Pak dostaneme: (xr)’:(e””x)’:e””x.(rlnx)’:xr.r.lzr.x , pro x e (0,).
X

Jestlize je reN, resp. —reN, resp. r:E, kde ne N, pak vzorec (x")' =rx" plati
n

pro Xxe R, resp. xe R\{0}, resp. pro n liché pro x e R a pro n sudé pro x €<0,o).

3.3.4. Goniometrické funkce

Vyklad

Pripomeneme vztahy: sin x+cos? x=1, xeR,

Sin(x + Xp) =Sin X COS Xy +COS X1 SIN Xp, COS(X{ + Xo) = COS X{ COS X9 —SiN X SiN Xy,

X, Xo € R, lim ﬂ:1, sinzi:l_cﬂ, x € R. Nejprve dokazeme, Ze plati
x—0 X 2 2
. 2h . h
—2sin® = sin—
tim S0 =L i 2 _ _fimsin2. lim —2 =0
h0 h ho h h—>0 2 ho0 N

2

Nyni odvodime vzorce:

. e sin(x+h)=sinx . sinxcosh+cosxsinh—sinx
(sinx)" = lim = lim =
h—0 h h—0 h

. . COS . sinh
=sin X lim ———=+cosx lim —— =cosx, Vx e R,

h—0 h h—0
, ... Ccos(x+h)—cosx . cosxcosh-—sin xsinh—cosx
(cosx) = lim = lim =
h—0 h h—0 h
. cosh-1 . . sinh .
=cosX lim ————sinx lim —— =-sinx, Vx e R,
h—»0 h h—0
(tgx) _(sin X j’ _ cosxcosx—sinx(—sinx) cos?x+sin®x 1
Cos X cos? x cos? X cos’x
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pro x € R\{(2k+1)%:kez},

. (cosx) —sinxsinx—cosxcosx  sinZx+cos? x 1
(cotgx)' = = =— = 5

sin X

2 2

sin“ x sin“ x sin“x

pro x € R\{(kﬁ:keZ}.

3.3.5. Cyklometrické funkce

Vyklad

UzZitim vztahu pro derivaci inverzni funkce pro funkce y =arcsin x, tj. x =siny,

y =arccos X, tj. x=cosy, y =arctg x, tj. x=tgyay =arccotg x, tj. x =cotg y dostaneme:

. 1 1

(arcsinx)' = ———= = = , pro xe(-11),

(siny)’ cosy \/1—sin2 y \/1_ «2
(arccosx)’ = -=— _1 =— ! =— ! , pro xe (-11),

(cosy) siny \/1—c032 y \/1_ 2
(arctgx)' = ! - = L =— ! 5= 21 = 21 , pro xeR,

(tgy) 1 sincy+cosy tgcy+1 x“+1

cos’ y cos? y
(arccotgx)' = ! - = ! =-— ! = 21 =— 21 , pro xeR.
(cotgy) _ 1 cos® y+sin“y  cotgcy+1  x“+1
. 2 5
sin“y sin? y
Prehled vzorca
1. (c¢)'=0,ceR, 2. (U+v) =u"+Vv, 3. (cu)' =cu’,
e uY _uv-u e :
4. (uv) =uv+uv, 5. (Vj = v 6. (f(a(x))' = f'(9(x)).9'(x),
7. (FY(y)) = L , 8. (e*) =e*, 9. (@) =a*.lna,
f'(x)
1 ' 1 r r-1

10. (Inx)' ==, 11. (logg X)' =———, 12. X =rx -,

X xIlna
13. (sinx)' =cos X, 14. (cosx)' =-sinX, 15. (tgx)' = 12 :

COS“ X
262
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> 17. (arcsinx)':%, 18. (arccosx)' =-— 1 ,

sin® x 1—X 1-x?

16. (cotgx)' =-—

19. (arctgx)' = 5 20. (arccotgx)' =—

1+x 1+x

Poznamka

Intervaly, v nichZ derivace existuji, jsou uvedeny v predchozim textu.

3.3.6. Elementarni funkce

Vyklad

UZitim uvedenych vzorct mtzeme derivovat elementarni funkce. Nesmime zapomenout,

ze Dyr c Dy.

Pl
(V5]

eSené ulohy

Priklad: Urcete derivaci funkce y = In(x2 -1).

Regeni: Uréime Dy = (-0, -1) U (1,). Oznacime g = x2 —1. Podle vzorce 6 pro derivaci

slozené funkce dostaneme

Musime si uvédomit, Ze funkce f(x)=

ma sice Dy =R\{-11}. Defini¢ni obor
x2 —1
funkce
, 2X
y =

jeviak Dy =(-0,-1)U(L®) < Dy.

xz—l
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Poznamka

P7i derivovani budeme skutecnost, ze Dy» < Dy, nadale predpokladat.

Resené Glohy

2
P¥iklad: Derivujte funkci y =e9(nx"),

Reseni: Oznaéme u=x2,v=Inu, w= tgv, z=e". UZitim vzorce 6 dostaneme
2
y'=(eY).(tgv).(Inu).(x?) = ew.%.l.ZX = glo(inx ).%.%.ZX.
cos“v U cos“(Inx°) x

Poznamka

V dalSim textu jiz nebudeme jednotlivé slozky sloZzené funkce oznacovat.

Vyklad

Definice 3.3.1.

vyraz f(x)9), kde f(x)>0 pro xeD; definujeme vztahem f(x)9() = g9(In f(x)

A\ ¥
Paxy

Resené dlohy
COS X

Priklad: Derivujte funkci y = (x? +1)

4 v ’ ~ 7 2 - - w -
Regeni: Polozime y = e°8XIN+D) 4 hideme derivovat jako slozenou funkci:

2
y' = eSO XIS+ (_gin In(x? +1) + cos x 2X2) = (x? +1)C°SX(A2cosx —sinxIn(x? +1)).
1+x 1+x
264
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Vyklad

Definice 3.3.2.

Necht' n e N. Definujme n-tou derivaci funkce f(x) v bod¢ xq e Dy nD% indukci

£ () =( f((xn)—l)) .
=K

kde f©(x9) = f(xg)-

NV}
T\

Resené Glohy

Piiklad: Vypoctéte tieti derivaci funkce y =arcsin x.

Reseni: Dostaneme
1 ED 3 3
y'= LY =l @-x%) 2| =—2(1-x®) 2(-2x)=x(1-x?) 2,
1—x2 2
5
3 —

3x2

1
\/(1_)(2)3 " \/(1_)(2)5 '

oo o) -

Poznamka

Bez ditkazu uvedeme néasledujici vztahy pro ne N :

™M™ =ny,

(ex)(n) :ex’

(sin )@ = (=1)" sin x,

(cos x) M = ()™ ¢os x,

(sin )" = (—1)"*L cos x,

(cos x)@D = (—1)(M gjn x,

(Inx)™ = ()™ (n-1)1x".

k%
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Kontrolni otazky

1. Derivace funkce f(x) v bod¢ X, je definovana

()= lim — X=X (x) = lim X~ T(X)
? f(XO)_xIl)mxof(X)—f(XO)’ °) f(XO)_xImeO X—Xg '
f(x)—x

c) f'(xg)= lim )
) 1) x—xg T (Xg) = Xo

2. Derivace funkce f(x) v bodé Xy geometricky znamena
a) smeérnici tecny ke grafu funkce f(x) vbodé xg,
b) smérnici secny ke grafu funkce f(x) v bodé Xg,
c) rovnici tecny ke grafu funkce f(x) v bodé Xg,

3. Rovnice te¢ny ke grafu funkce f(x) v bodé xg je

1
(%)

b) y—Yo=—F"(X)(x—X),
) ¥Y—Yo=f'(x)(x—x).
4. Existuje-li f'(xy), pak funkce f(x) v bodé xg

a Yy-Yo=- (X—Xp),

a) je spojita,
b) nemusi byt spojita,
C) neni spojita.
5. Necht existuje derivace slozené funkce f(g(x)) v bodé xy. Pak plati:
a) [f(g(x))] = F'(9'(x0)) 9'(%p),
b) [f(g(x0))] = f'(a(x)) 9'(X).
©) [f(a0xo)] = f'(g'(%))-
6. Necht' f'(x) <0 pro vSechna x € (a,b). Pak je funkce f(x) v (a,b)
a) rostouci,
b) neklesajici,

c) klesajici.

7. Pro derivaci funkce y =Inx plati vzorec

k%
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10.

1.b); 2.a); 3.¢); 4.a); 5.b); 6.¢); 7.b); 8.¢); 9.a); 10.b).

k%

, 1
a) y'=
xloga
, 1
b) y:_v
X
, 1
¢) y=—
alnx

Pro derivaci funkce y =arccosx plati vzorec

1
a) y’=_ '
\/1+x2
, 1
b) y'=- —
X -1
, 1
0) YV =-T—
1-x

Pro derivaci funkce y =arctgx plati vzorec

a) y'= :
1+x2
1
b) y,:_ J
1+x2
c) V="

Funkci f(x)g(x) mtzeme piepsat
a) f(x)g(x) —ef()In Q(X)’
b) f(x)9*) =ed()InF0)

c) f(x)g(x) —9(x)log f(x)

Odpovédi na kontrolni otazky

267

Derivace zakladnich elementarnich a elementarnich funkci




Matematika I, ¢ast I

Derivace zakladnich elementarnich a elementarnich funkci

Ulohy k samostatnému feseni

1. Jedanafunkce y= f(x).Vypoctéte f'(0) a f'(-1) je-li:

a) y=x%,

g y=9¢

2. Jedanafunkce y= f(x). Vypoctéte f'(a) je-li:

a) f(x)=ax

3. Jedana funkce f(t)=

3

b) y=x"*, )
1
e) ny , f
3
2 3
2 3 a a
+a°x“+a°x , P f(X)=—=-—=.
0= 3%
2
¢ . Vypodtéte:
t
by f'(-1), c)
e) f'(0), f)

2

a) f(-1),
d (2,
4. Vypoctéte derivace funkci:
a) y= x_5_ﬁ+ X
5 3 ’
d y= 43x2 -

5. Vypoctéte derivace soucinu funkci:

a) y:x2

d) y=(x?-2x+2)e*, o)

X

sinx

b) y=2xcotgx,

y=(x-1)e*,
3
X

h —xCInx-—2—

) Y 3

6. Vypoctete derivace podilu funkci:

e
g) y=_1
X2
a) y—x_+1
x—1"
3
d) :1—x3
1+ X
tg x
9) y=g—,
X

k%

X
b) y=——,
X“+1

&) __sinx
1-cos X

h) :1—Inx
1+Inx
268

B 9 y=xan( 1),

Ix

2
y=—,

X

_1alx- 8

y I%
f(2) ,
f’(l).

a

2 2
b) y={1—X—J o) y=x+x+Yx,

A+ xz)arctg X—X
2 H
y= 2tsint—(t2 —2)cost,

y = Xsin xarctg x .

_3t2+1

Y
_ X
sinX+CoSX
_ COSX

eX
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7. Vypoctete derivace slozenych funkci:
1

a) y=@-59", b) y=—Ts, ) y=v1-x
(1-x%)
d) y=sin2x, e) y:cos4x, f) y:sin«/;,
9) y:sin4x+cos4x, h) y:In(x2—4x), i) y=lInsinx,
) y:e\/m , K) y:earcsinZX ’ ) y:sin(ex2+3x+2) .
8. Vypoctete derivace funkci:
2
9 y-we 8 b y=(24] O y= =X,
x-1 1+x

d) y:\?’/(2x+3)2 , €) y:\3/4+2\/3—x+3x, f) y:\/ax2+bx+c,
FS-D03+Y, i) y=xYxb-g .

0 y= ,oh) y=—g
6t —t2 3(x°+1)
9. Vypoctete derivace funkci:
a) y:sini, b) y:cos34x, C) y:sin\/1+x2,
X
d) y=(1+sin2x)4, e) y=41+2tgx , f) y:tgl+—x,
X
s)) y=3cotgx+cotg3x, h) y =CO0S /i i)
1+Xx
y=—"—tgx..
COS“ X
10. Vypoctéte derivace funkci:
5+4x . 3
a) y=lIn : b) y=Insin2x , c) y=x"log,x ,
3+7X
d) y=In(x+v1+x?), e y=+Inx?, f) y=Incosve*+1 ,
g y=In X4, h) y=Inarccos2x , i) y=arctg[In(ax+b)] .
1-x
11. Vypoctéte derivace funkci:
1
e
X_
d) y=e2*(x2+2x-2) &) y=2 1, f) y=eVOOSX,
e +1
L 3
g) y=elnx, ) y=eP W21, ) y=2%s xSk
12. Vypoctéte derivace funkci:
a) y:xarcsinx+\/1—x2 , b) y:arcth—Jri, c) y:arccos35x,
X_
269
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d) y=arccotg 12, e) y:2arcsin‘/x;2, f) y:arctg4\/§,
1+x 4

.2 . COS X
— arctg(x — 1+ x2 , h =arcsin— i =arct - .
9 vy g(x—y1+x%) )y " ) Y 9 sinx
13. Vypoctéte derivace funkci:
4 [,2
a) y:(x_—l) , b) y=|nx—+2X,
x+1 x+1
) y=arccos(2e?*-1) ,d) y= arctgX X :
1+ x?
) y=e*V1-e?* —arcsine® f) y=|ntg§—$ ,
2
9) y=x%Inx, h) y=2(tgVx-Vx).
14. Vypoctéte derivace funkci (uzijte definice 3.3.1):
2
a) y=x*, by y=x*, Q) y=x
. X
d) y=x", e y=x*, f y{ij ,
X
o) y=x"%, h) y =04+ ) y=(nx*.
15. Vypoctéte derivace vyssiho fadu:
a) y:x2—3x+2; y'(x)="?, b) y:1—x2—x4; y"(X)=?,
) f)=(x=2% "d=2, d) )= f7(0)=2,
e) f(x):li; f(5)(x)=? : f) f(x)=arctgx, f"Q)=7,
—X
) y:x3ln X; y(4)(x):? , h) yzcos2 X; y"(x)=7?.
16. Vypoctéte druhé derivace funkci:
2
a) y=xe* | b) y= 13 , c) y=(1+x2)arctgx,
1+x
d) y:\/az—x2 : e) y:In(x+\/1+x2) , f) y:e*& ,
g) y=v1-x%arcsinx , h) y=1_—x, o oy=x*.
+ X

17. Vypoctéte derivace vyssiho fadu:

a) y: X . ym:?’ b) y=|n2X; ym:?’

6(x+1)’
0 y=a%; y® =2, d y=x*Inx; y® =2,
e) y=arctgx; y"=?, f) y=xeX; y® =2,

18. DokaZte, 7e funkce y =e*sinx vyhovuje rovnici
y'+2y'+2y=0 .

k%
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19. Dokazte, 7e funkce y =e** +2e™* vyhovuje rovnici

y"-13y'-12y =0 .
20. Dokazte, ze funkce y=Xx+sin2x vyhovuje rovnici
y'+4y=4x .
21. Které z nasledujicich funkci vyhovuji rovnici y"—4y'+4y=0 :
a) y=e b) y=e X c) y=xeX
d) y=e?*—xe? ) y=eX+xe¥ f) y=cos2x
g y=x%e h) y=e?*(2x+1) ) y=e?*(ax+b)

22. Jaky Uhel s osou x svira te¢na k parabole y = x2 —3x+5, vedena jejim bodem T =[2,3]?
Napiste rovnici této tecny.

23. Na ktivce y= x2(x— 2)2 naleznéte body, v nichZ jsou jeji tecny rovnobézné s osou X.

24. Ve kterych bodech kiivky y = XS+ X =2 jsou te¢ny k této krivce rovnobézné s piimkou
y=4x-1?

25. Napiste rovnici tecny ke kiivce y =arctgx v jejim bodé [1,?].

26. Pod jakym Uhlem protina kiivka y =logx osu x ?

27. NapiSte rovnice tecen ke kiivce y=Xx—= v prusecicich kiivky s osou X .
X

28. Napiste rovnici tecny ke kiivce y= x5 +3x2 —5 kolmou k piimce 2x-6y+1.

29. Napiste rovnici te¢ny a normaly k parabole x? = 4ay Vv jejim bodg [%0: Yo

2 —
30. Napiste rovnici normaly ke kiivce y :X—32X+6 v jejim bodé [3,7].
X
31. Napiste rovnici te¢ny a normaly ke kiivce y=—/x+2 v praseciku této kiivky s osou

1. kvadrantu.
32. Pod jakymi thly se protinaji kiivky

a) y=x-x3ay=5x, b) y=x3ay:i2,
X

c) y=sinxay=cosx (0<x<n) d) x2+y2:8ay2=2x.
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Vysledky tloh k samostatnému reSeni

1. a)0 ; -8; b)neexistuje; 4; c) neexistuje; -2; d)

0; neexistuje;

f) neexistuje; 4. 2. a) 6a3; b) f%/?—g%. 3. a)-5;
3

3

e) neexistuje; ) 3a% +10a°-a%. 4. a) (x2 —1)2;

e) neexistuje; —g;

7 19
b)-8 ¢)—; d) —;
) ) 8 )16
3 . 1
b) x*-2x; ¢)1l+—

8 15 10 “1(, 1 191
d) o—t+24———: ) —(1+—j; N5
3x x® 3¥2 2x U x

b) y = 2(cotg x — _X2 );  ©) xarctgx: d) x%%;  e) xeX; ) t®sint; Q) exx;gz;
sin“ x X
. 2
h) 3x? Inx; i) sin xarctg x + x cos xarctg x + xsmzx' 6. a) — 2 5 b) 1—)(22;
1+x (x-1) (1+x9)
2_ _ 2 _ . _ Pt
c 3t° —6t 1; ) — 6X ; ) 1 ; f)smx+cosx _x(cosx smx);
(t-1)° 1+ x3)? 1-cos x 1+sin 2x
X —SINn X C0S X 2 .. SInX+cos X 10x
Q) 5 5 Moo ) 708) 20050 b)
X“ €0S“ X X(1+1Inx) e (1—x%)
C) _—X; d) sin2x; e) —4cos xsin X ; f) COSI, g) —sin4x; h) 2 4 ; 1) cotgx;
1-x2 \/; —4x
eV . Zearcsin2x. X2 +3X+2y X2 +3%+2 (1+§/;)2.
) ——; K) —; 1) cos(e )e (2x+3). 8. a) ———;
2vx+1 1-4x° Ix2
) —4(x+1) . 0 -1 _ ot 1++/3x _
(x-1)° L+ V1= 12 3Y2x+3 J_ Ya+243x 1302
5 4,56 cos1
) 2ax+b ) t-3 . h 1—54x 2+6x5; iy X (7x —40). 9. a) - i
2Jax? +bx+c \/(Gt 23 30 +D) H(x8 —8)?2 X
1,2
b) ~12cos? Xsin4x; C) M; d) 4(1+sin2 x)3 sin2x; e) 5 1 ;
1+ X COS“ X4/1+2tg x
sin !
-1 -3 \V1+x . 2Xxsinx -23
" 9 = )2 a) ;
cos° X (5+4x)(3+7x)

X2 cos? 1HX sin” x 241+ x)*
X

4

=T 9(

5. a) x(2sin X+ XCcosX) ;
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d) 1 _— 1 f)—extg\/ex+1_
V1+x2 xv/In x2 24eX +1

b) 2cotg2x; c) x2(3I092 x+%);
n

4
1+3X4 :h) 2 C) a > .11, a) 4¥In4-4x3;
X(1—x") arccos 2xy/1— 4x2 (ax+b)[l+|n (ax+b)}
i - 2 X
b) —e~*(sin x+cosx) ; C) 205X |n2 sm2x ; d) 262X (x% +3x-1); e) ¢ 5
COS“ X (e* +1)
X
oVcosx _sinx | nx Inx-1 V2x. - €0s® X—3€0S X i3
elnx — —- h) e¥<"; i 2 3sin® xIn 2.
0= 2~/C0S X 9) In? x ) )
. -1 —15arccos? 5x 2X 1
12. a) arcsinx; b) ;. C) ; d) —————: €) ;
X% +1 V1-25x? x*+2x% +2 V=52 +8x-12
3 _ _
2arctg \/;; 1 ~ h 2 ; i)—l; 13 a)8(x 1) 1 ;
Vx(L+x) 2(1+ x9) IXVx2 -4 2 (x+1)° " 7 X(x+1)(x+2)
_9pX _ 93X 2
c) 2¢ . d) %tgx; e) 2¢ . ) XCOZSX; g) xeX 2x2Inx+2Inx+1);
1_e2X X 1_e2X sin“ x
2 2
h) tg\fﬁ. 14. a) x*(Inx+1); b) XX " @2Inx+1); ¢) x¢ eX(In x+1);
X X

X
d) x S'“X(cosxlnx+s—) e) xxxxx(ln2x+lnx+1); f)[ij (Ini—lj; g) 2x"*Linx;
X X X

h) y=(x?+)¥9Ln(x? +1) + 2xarctgx); i) AInx)*LnxIn(nx)+1).  15. a) 2;
b) —24x: ¢)240: d) 2 e) 1206, f)—— ) & h) asin2x. 16. a) 2xe* (2x2 +3):
e (1 ) X
3 Jx
b) Sx(2x”-1) : C) 2arctgx+ (x-1).

2X —a? —X e
;o d ; ; ) ———
(x3+1)° x2 +1 ) J(@% -x%)3 ) /(XZ +1)3 ) 4x~/x

. 2
g)_arcsmx+xx/1 <) 4 ) L(xIn? x+2xInx+x+1).  17. a) 1 e
\/(1_)(2)3 (x+1) (x+1)
2_
) 4In>; 6 o a¥Ina: d)— )62_23; f) eX(x+6). 21. a)ano; b)ne; c)ano;
X (X +1)

d) ano; e) ne; f) ne; g) ne; h)ano; i)ano. 22. a=%; y=x+1. 23. [0,0]; [11]; [2,0].

k%

273




Matematika I, ¢ast I Derivace zakladnich elementarnich a elementarnich funkci

24. [10]; [-1-4]. 25. yzg-%+%. 26. 0,4006~23°28. 27. y=2x-2,
y=2X+2 28. 3x+y+6=0 29 y—ﬁ—x—o(x—x—o)' y—ﬁ——é(x—x)
' ' ' "7 4a 2a 27 da X 0

30. 3y—27x+79=0. 31. 2y+x-3=0; 2x-y-1=0. 32. a) 0,5876 ~33°40'; b)%;

c) 1,2309~ 70°32'; d) 1,2470~71°34'.

Kontrolni test

1. Funkce 1‘(x):\/x5 —\3/x4. Vypoctéte '(1).

5 7 2
a —, b)) -, o -
) 6 ) 6 ) 3

2. Funkce f(x)zi. Vypocététe '(2).
4x -7
a -4, b) -2, c¢) -1

4 .3 2
3. Vypoctéte derivaci funkce y=5x 3x” + 6x :

¥2
3 gy2 3 gy2
a) 10x-3, b) 20x” —9x +12x’ 0 20x~ —9x +12x.
x4 2X
4. Vypoctete derivaci soucinu funkci y = X3 tgx — 3x°Inx.
3x? 2 2 X
a) 5 -6, b) 3x“tgx—6xInx,c) 3x“tgx+ 5 —6xInx—3x.
COS“ X COS“ X

5. Vypodtéte derivaci sou¢inu funkci y =e*arcsin x + (2x2 + 3) COS X.
X

a) eXarcsinx+4xcosx, b) e*arcsinx+ +4xcosx—(2x2+3)sinx,

l—x2
X

e
\/1—x2

6. Vypoctéte derivaci podilu funkci y =

- (2x2 + 3)sin x.

c)

2sin x
sinX—Ccos X
-2 2C0S X 2C0S X
a) . 2’ b) - ’ C _ 2 .
(sin x — cos x) SIN X+ COS X (sin x —cos x)
xIn x

1+Inx’

7. Vypoctéte derivaci podilu funkci y =

IN2x+Inx+1 c Inx+1

a) (Inx+1)-x, b) : o ———
(1+Inx)? (L+Inx)?
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8. Vypoctéte derivaci slozené funkce y = sin® x + In(sin x).

a) 3c0s? X + In(cosx), b) 3c0s? x +$, C) 3sin® xcos X + cotg x.
9. Vypoctste derivaci slozené funkce y = X" 1 3508X,
x? _ 3008 X x? — 360X g ) e—x2 4+3005X |33

10. Vypoctéte derivaci funkce y =arctgv/1+ x +@.

e

a) —2xe” sinxIn3, b) e

1 _sinx 1 _sinx c 1 _sinx+cosx
2+x T 1+(@+x)? & (4+ 2X)V1+ X eX

sin x

a)

11. Vypoctéte derivaci funkce y = (cosx)

. in2 .
a) (-sinx)*%* b) (cosx)s'”x(cosxln(cosx)—Z':sx))(), c) (cosx)*™M*.In(cosx).

12. Vypottéte derivaci funkce y = (3—x)”.

) (B-x)*In(B-x) —SL), b) B-x)*-INGB-x), ¢ x@B-x*L

—X
2

13. Vypoctéte druhou derivaci funkce y =xe* vbodg x =1.

a) 0, b) 4e, «c¢) 10e.
14. Zjistéte, ve kterém bodé ma funkce y = Inx te¢nu rovnobéznou s osou X.

X

al b)e c¢)0.
15. Napiste rovnici teény k funkci y = xInx v bodé x =1.
a) Xx+y+1=0,b) x-y-1=0, ¢) x+y+e=0.

16. Napiste rovnici tecny k funkci y:2+tgzx v bod¢ x=0.
a) y=2, b) x-y+2=0, ¢) x=2

Vysledky testu

1.b); 2.a); 3.a); 4.¢); 5. b); 6.a); 7.b); 8.¢); 9.a); 10.c); 11.b); 12.a); 13.c);
14.b); 15.b); 16. a).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné ve 12 piipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném piipadé je tieba prostudovat kapitolu 3.1. aZ 3.3. znovu.
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3.4. Funkce danéa parametricky, polarné a implicitné

Vyklad

Definice 3.4.1.
Necht’ jsou dany funkce ¢(t), w(t) definované na M < R anecht’ ¢(t) je prostd na M.
SlozZena funkce f(x)= w(go"l(x)) definovana na H o S€ nazyva funkce dana parametricky

rovnicemi X=g(t), y =w(t),t € M.

Poznamky

1. Funkce (0_1(X) inverzni k prosté funkci ¢(t) existuje.

2. Derivace funkci ¢(t), w(t) podle parametru t budeme znacit ¢(t), w(t).

Resené dlohy

Priklad Rovnicemi x=rcost, y=rsint,te<0,7>,r >0 je dana funkce

y= r?=x?, xe<—r,r>, jejimz grafem je ,,horni* polovina kruznice X% + y2 =2
Umocnime obé rovnice parametrického zadani a dostaneme x2 =r2 cos?t, y2 = r?sin’t.

Tyto rovnice secteme:

X2 + y2 =r? (c052t+sin2 t)= re.

Vsimnéme si, Ze X=-rsint<0 pro te<0,7 > aje tedy ryze monoténni (klesajici).

Priklad Funkce dana parametricky rovnicemi x = el +t3 -1, y=Int+sint,t e R neni
elementarni, protoZe z rovnice x =e' +t2 -1 nedovedeme t vyjadrit. Funkce q)_l(x), xeR

viak existuje, protoze x =e' +3t°> >0pro teR, tj. x=e'+t3—1 je rostouci pro t e R,

= i’*,i

¥
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Matematika I, ¢ast Il Funkce dana parametricky, polarné a implicitné

Poznamka

Zejména pro pripady, kdy z rovnic x=g(t), y =y (t) nelze vyjadrit y=l//((p_1(X)) musime

umet urcit derivaci y' podle nasledujici vety.

Vyklad

Véta 3.4.1. Necht je funkce f(x) dana parametricky rovnicemi x=¢(t), y=y(t),teM a
necht na M existuji derivace ¢(t),y(t), kde @(t)=0 na M. Pak vbod¢ xyeH,

existuje derivace

£/00) =212 ke () = %o
@(tp)

NV}
T\

Diikaz: Podle definice 3.4.1. je f(X)= w(go_l(x)). Podle vét o derivaci sloZzené funkce

(3.2.2) a inverzni funkce (3.2.3) dostaneme

F(%0) = (v (0~ 200))) = v/ (0~ 200))- (0 2 (x0)) = v (tg)—— = ¥ {0).
Po(tg)  o(tp)

ResSené Glohy

Priklad: Vypoctéte derivaci funkce dané parametricky rovnicemi

x:et+t3—1, y=Int+sint.

1
v(t) 1T 1+tcost

-l kde x=el +t°-1.
pt) e +3t°  t(e'+3t9)

Reseni: Podle véty 3.4.1 plati f'(x)=

277
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Poznamka

Derivace f'(x) je funkce dana parametricky rovnicemi x=¢(t), y':‘/_/(—(tt)),te M. Podle
2

vety 3.4.1 muzeme urcit druhou derivaci

0 N - LN e
_(v®) 1 _ OO -vOoM) |10y o),
! ((p(t)J 0 eop T

Podobné bychom mohli podle vety 3.4.1 urcit vysSi derivace funkce dané parametricky.
ReSené Glohy
Priklad: Urcete druhou derivaci funkce x =cost, y =sint,te<0,7>.

S y  cost 11 1 1
Reseni: y'=L =B __cotgt, x=cost, y'=[Y].2= —_— = ,
X —sint x ) X sin?t —sint  sin3t

kde x=cost.

P¥iklad Urcete rovnici te¢ny k pualkruznici x =cost, y=sint, te<-z,0> v bod¢

to=—2.
0774

Redeni: Rovnice te¢ny je y—yp = f'(Xg)(X—Xg).

Dostaneme X :cos(—%jzg, Yo =sin(—%j:—% a f'(x)=-cotgt, tj.

f'(xg) =—cotgty =—(-1) =1.
V2 o 2

Dosadime do rovnice te¢ny a dostaneme y+7 = x—7, tj. x— y—\/E =0, viz obr. 43.
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__"I_ 0/ 1‘ / X

x—y—x/§=/
y

Obr. 43

E——" Vyklad

Definice 3.4.2.

Necht’ je dana funkce g(@) >0, o € M takova, Ze funkce g(@)cose, kde @< M, je prosta.
Pak funkce f(x) dana parametricky rovnicemi x=g(@)cose, y=g(@)sing,peM je

déna polarné rovnici p=g(p), peM.

NV

an

Resené Glohy

Priklad: Urcete rovnici tecny ke grafu funkce f(x), ktera je dana polarné rovnici

p:;, we(o,zj v bodé ¢ =Z
(o(n_(ﬁ] 2 4
2

Redeni: Parametrické rovnice jsou

Cos @ _ sing
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A\ ¥
Paxy

Rovnice tecny je y—yg = f'(Xg)(X—X%p). Vypocitdme hodnoty xg :g avyo :g.
T

Déle ur¢ime derivaci

sing

40(7;—(0) cosw(”(p—wzj—sin w(”—&oj
00— ) 2 2

i i V4 2 T '
—-sing E(p—gp —COoS @ E—ng

cos
5)
® 2 ®

Nyni uréime f’(x). Dostaneme

2z )
82 2 2°4 16 .
) ez ),
2124 16
Rovnice te¢ny ma tvar y—gz L _8*/25]’t __ 16\42
T T T
Poznamka

O derivaci funkce dané implicitné rovnici F(X,y)=0, kde F(x,y) je vyraz obsahujici
proménnou x a funkci y=y(x), budeme hovorit vtextu Diferencidlni pocet funkci vice

promennych (Matematika Il). Nyni si zpusob, jak derivovat funkci danou implicitné ukézeme

pouze na prikladech. Musime mit na pameti, Zze y ve vyrazu F(x,y) jey funkce promenné x,

ktera neni z rovnice vyjadrena a jeji derivaci tedy oznacime jako obvykle y'.
Resené dlohy

Priklad: Urcete derivaci funkce y+xy—xsiny =0.
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Redeni:
y'+(xy)' = (xsiny)' =0,
y' +y+Xxy' —siny—xcosyy' =0,
y'(l+x—xcosy)=siny-y,
,  siny-y
1+ X—XCOSY

Priklad: Urcete rovnici tecny ke kiivce XS+ y3 =3xy+1 vbodé T =(0,1).

Reseni: Rovnice te¢ny méa tvar y—yg = f'(Xg)(X—Xg). Uréime derivaci funkce dané
implicitné rovnici xS+ y3 —3xy —1=0. Dostaneme

3x2 +3y2y'—3y—3xy':0, y2y'—xy': y—x2
2

' —X ’
y =237 yOD-=1
y-—X

Rovnice teény je y—1=x, tj. X—y+1=0, viz obr. 44.
ya

x3+y?=3xy+1

x-y+1=0

Obr. 44

Kontrolni otazky

1. Funkce f(x) je dana parametricky rovnicemi x = ¢(t), y = (t). Oznaceni ¢@(t), y(t)

znamenaji derivace podle
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a) promenné X,
b) parametru t,
C) proménné y.
2. Funkce f(x) je dana parametricky rovnicemi X = ¢(t), y = w(t), pak pokud existuje

derivace f'(xg), mé tvar

Fr(x) = 2).
a) f'(x) (o)
b) '(x)= P(to)y (to) — ¢’gto)l/'/(t0) |
[e(t)]

) 1) o(to)

3. Funkce y = f(x) je dana parametricky rovnicemi X = ¢(t), y = (t). Druha derivace y

"

ma tvar

a) y”=ﬂ,
X

b) y"'=(y),

0 y'=<.
X

4. Funkce f(x), ktera je dana polarné rovnici p = g(¢), ma parametrické zadani
a) x=g(p)sing, y=g(p)cosy,
b) x=g(p)cose, y=g(p),
c) x=g(p)cosy, y=g(p)sing.

Odpovédi na kontrolni otazky

1.b); 2.¢); 3.a); 4.c).

Ulohy k samostatnému feseni

1. Vypoctéte prvni derivace funkci danych parametrickymi rovnicemi:
a) x=t3+3t+1, y =3t +5t3+1 b) x= e tsint, y =elcost ,
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10.

11.

12.

13.

14.

X

c) X =sin’t, y:coszt, d) X = 2c0s°t, y=4sin3t,
e) x=a(t-sint), y=a(l-cost) , f) x=tgt, y:coszt :

Sestavte rovnice te¢ny a normaly Kk asteroidé x = J2 cost, y= J2sin®t v bodg t :%

Sestavte rovnice te¢ny a normaly k cykloidé x=t-sint, y=1-cost v bodé t :% .

Sestavte rovnice te¢ny a normaly ke kiivce x =2e!, y=e' vbodé t=0 .

Sestavte rovnice te¢ny a normaly ke kiivce x=sint, y=cos2t vbodé t= %

Najdéte smérnici tecny k elipse x=3cost, y=4sint v bodé (#2@}

3

Najdéte smérnici tecny k elipse x=2cost, y=sint v bodé [1,7 .

Najdéte smérnici tedny ke kiivee x=t—t*, y=t*>-t3 vbodé (0,0).

Ukazte, Ze funkce dana parametrickymi rovnicemi x = 1% y= %+% vyhovuje
t 2t
rovnici xy’3 =1+y' (y’=ﬂ) :
dx

Vypoctéte derivaci (Y’ :g—y) funkci danych implicitné rovnici
X

a) y>-3y+2x=0, b) Jx+y=2, ¢) 2ylny=x,
d) x*+y3-3axy=0, e) cos(xy)=x, f) y=1+xe¥,
2 2 2 2 2
9) X—2+Z—:1 : hy x3+y3=a3, i) y=x+arctgy .

Sestavte rovnice teény a normaly ke kiivce X2 +2xy? +3y* =6 vbods T = [1,-1].

Sestavte rovnice te¢ny k hyperbole 8x% —9y? =72 vbodé T = [-9,-8].

2 2

Sestavte rovnice tecen k hyperbole x?_y7 =1 kolmych k piimce 2x+4y—-3=0.

Znazornéte kiivky a vypoctéte derivace f'(x), je-li funkce f(X)dana polarné rovnici:
a) p=3p, @e(0,0) (Archimédova spirala),
b) p=2sinp, @e<0,7> (Kruznice),

c) p= Z, @ € (0,0) (hyperbolické spirala),
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d) p=21+cosp), @e<0,27> (kardioida),
e) p=e’, @e(0,00) (logaritmicka spirala).

15. Urcete rovnici te¢ny ke grafu Archimédovy spiraly, ktera je dana polarné rovnici
p=2¢, ¢e(0,0),vbodé ¢, =r.

16. Urcete rovnici te¢ny ke grafu kardioidy, ktera je dana polarné rovnici p =2(1+cos),

pe<0,27 >, vbodeé (00:%.

17. Pro které ¢ nabyva funkce, ktera je dana polarné rovnici p=¢”, ¢ e(0,7), maximalni
hodnoty y?

18. Pro ktera ¢ je te¢na ke grafu kardioidy, ktera je dana polarné rovnici p =2(1+cos),
@ e<0,27 > , rovnobézna s osou x?

19. Urcete rovnici asymptoty grafu hyperbolické spiraly, ktera je dana polarné rovnici
T

P=—" (DE(0,00) .
@
Vysledky uloh k samostatnému feSeni

sint
1-cost

1. a)y':5t2; b)y’=e2t; c) y=-1 (0O<x<1); d)y=-2tgt; e)y=

f) y'=-2sintcos®t. 2. x+y-1=0; x-y=0. 3. x—y+2—%:0; x+y—§=0.

s

4, X+2y-4=0, 2x-y-3=0. 5. 4x+2y-3=0;, 2x-4y+1=0. 6. 3 7. .
_y2 i
8.0a 1. 10. a) 2 7 b) —\/g; C) Lt ;o d) ay—X ;e _L+ysin(xy) y_sm(xy);
3 3(1-y?) X 2(1+Iny) y? —ax xsin(xy)
y 2 2
f) € ; g) —¥; h) —%/z; )] 1+g . 11. x-4y-5=0; 4x+y-3=0.
1-xe¥ a%y X y
12. x-y+1=0. 13. 2x-y+1=0; 2x-y-1=0. 14. a) f'(x):w;
CoOsS@—@sing
, 2.C0S sin , sin g —@cos . 2c0s’ p+cosp—1
b) f/() =20 o) = 20 ) fr(x) = TR
2c0s° p—1 CosS@+ @sing singp(2cosp+1)
e) f’(x):w. 15. y=n(x+27). 16. x-y+2=0. 17. ¢:§n.18. gplzz,
cos@—sing 4 3

@, =1, go3:5?ﬂ. 19. y=x pro ¢ —>0.
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Kontrolni test
1. Vypoctete derivaci funkce dané parametricky rovnicemi x =asint, y =bcost.

a) —Ecotgt, b) —Etgt, c) -bsint.
a a

2. Vypoctéte derivaci funkce dané parametricky rovnicemi x =Int, y = %(t + %).

1 1 1 1 2t
a) E(t_f)' b) E(l_t_z)’c) 2.1

3. Vypoctéte derivaci funkce dané parametricky rovnicemi x =1+ 3cost, y =4 + 3sint

4. Sestavte rovnici teény ke kiivce x =e?t, y =e% v bodé t =0.

a) 3x—-2y-1=0, b) 2x+3y-1=0, c¢) 2x+y-3=0.

5. Sestavte rovnici normaly ke kiivce x = 2t3 ot y= t2 +t vbods t =1.
a) X+y-5=0, b) x+y+5=0, c) x—-y+9=0.

6. Vypoctéte 2. derivaci y” funkce dané parametricky

rovnicemi x=a(t+1), y= at®.
1

a 3at’, b)) =, o S

3t a

7. Vypoctste derivaci funkce f(x), je-li dana polarng rovnici p =e?.

sing + cosg c sing +cos¢g

a) —cotge, b) —, - .
cosp—sing sinp —cosg

8. Sestavte rovnici te¢ny ke grafu funkce, ktera je dana polarné rovnici p =sing v bod¢

_
®» >
a) x=1 b) y=1 ¢) x-y+1=0.
9. Vypoctéte derivaci y' funkce dané implicitné rovnici xsiny + ysinx =0.

yCcosX+siny b siny c yCcosXx-+siny
XCOS Y +Sinx’ sinx’ sinx
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Vysledky testu

1.b); 2.a); 3.¢); 4.a); 5.¢); 6.¢); 7.b); 8.b); 9.a).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 6 piipadech, pokracujte dalsi kapitolou. V opacném

piipadé je tieba prostudovat kapitolu 3.4. znovu.
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3.5. Vypocet limit uzitim derivace (L'Hospitalovo pravidlo)

Vyklad

Véta 3.5.1. Necht' xg e R" anecht

lim f(x)= lim g(x)=0, resp. lim f(x)=40 a lim g(x)==c. Necht existuje

X—>Xg X—>Xg X—>Xg X—>Xg
lim wza, aeR’, pak existuje lim 1) aplati lim m:a.
x—Xg 9'(X) x—% 9(X) x—Xg 9(X)

Bez dukazu.

Poznamka

1. Rovnost lim m: lim M:a,ae R plati i pro jednostranné limity.

x—X% 9(X)  x—>x 9'(X)

2. Zvety 3.5.1 vyplyva, Ze postup lze opakovat. Pak plati
f(x) _

(n)
i )y LY

= —a,aeR’.
X=Xy 9(X)  x—>x g(n)(x)

3. Limity z vety 3.5.1 budeme symbolicky oznacovat

. f(x) O . f(x) o
lim —==—, resp. |lim —==—.
x—x; 9(x) O x—Xg 9(X) o

4. Veta 3.5.1 se nazyva L'Hospitalovo pravidlo.
Resené Glohy

2 q
Priklad: Vypoctéte lim X X=X,
x—0 eX—x-1

x2+x—sinx_0 2x+1-cosx, 0

ﬁeéeni: Iim ———=—= lim —————=—=lim
x—>0 eX_-x-1 0 x>0 X1 0 x=0 ¢

k%
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=

2.
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Vypocet limit uzitim derivace (L'Hospitalovo pravidlo)

L

Ul
~

\:ll
/TN

Priklad: Vypoctéte lim In_x
Xx—oo X
1
W v ‘. - InX 0.0] - X - 1
ReSeni: lim —=—=[lim £ = lim ==0.

Xx—wo X 0 xowol x—>o0nX

" even pi XHSINX
Priklad: Vypoctéte lim ———.
X—>00 X
“ . ... X4sinX o . 1+COSX .
ReSeni: lim ———=—=lim = lim (1+ cosx).
X—>00 X 0 X 1 X—>00

Tato limita vilbec neexistuje a nelze tedy L'Hospitalovo pravidlo pouZzit. Plati vSak

. X4+sinx . sin X

lim —— = lim (1+——)=1+0=1.
X—>00 X X—>00 X
Poznamka

Neurcité vjrazy 0.00, oo - oo, 00, ooV

Resené dlohy

Priklad: Vypoctéte lim x.sinl.

X—>00 X
1 1 1
sin = cos—.(——)
v oo, , - . 1 - X . X X
Reseni: lim xsin==w0.0= Iim —&%=—= lim ———2%—
X—>0 X x>0 1 0 x> 1
X 2

Priklad: Vypoctéte lim 1t .
x—0\ X In(L+x)

Reseni: lim 11 =oo—oo:IimM=9=lim 1+X
x—0 XIn(l-I—X) 0 x—o0 |n(1+X)+ X

x—>0( X In(1+x)
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Matematika I, ¢ast Il Vypocet limit uzitim derivace (L'Hospitalovo pravidlo)

1-1-x
= lim 1+ X = lim X 0 im ! -
x—0 @+X)INQL+X)+X  xS50@+X)In(L+x)+x 0 x=0 |n1+ X)+1+X+1
1+X 1+x

1

=—lim——=-=.
x—0 In(1+x)+ 2 2

Priklad: Vypoctste lim x*.

x—0"
I lim xInx
Regeni: lim x*=00= lim eXINX —exs0"  —¢?
x—0" x—0"
1
. . Inx o ) « ]
a= lim xInx=00= lim Ea lim —X—=— lim x=0,
x—0" x—=0t L+ 0 x50t _ x—07"

1
X X2
lim x*=e?=1.
x—0"

Kontrolni otazky

1. Pii spInéni predpokladt L"Hospitalova pravidla plati rovnost:

a) lim ﬂ: lim (mj =a, ae R*,
x—xXy 9(X)  x>x{ 9(X)
f(x) _

b) fim X _ i £
x=X% 9(X)  x—x 9'(X)

*
=a, aeR,

¢) lim RGO lim f (x)g(x)z— f(x)g'() —a, aeR’.
x—% 9(X)  x—x g4 (x)
2. Pokud pti pouZziti L"Hospitalova pravidla limita lim f'(x) neexistuje, pak lim )
x—% 9'(X) x—>Xy 9(X)

a) neexistuje,
b) nelze timto vypoctem rozhodnout,
C) existuje.
3. L"Hospitalovo pravidlo nemtzeme pouZit na vypocet limit vedoucich k vyrazim

k%
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e

N
AR

a) 1,0-0,
o0

b) 1%, 00 — o0,

c) 0-oo, ol

Odpovédi na kontrolni otazky

1.b); 2.b); 3.a).

Ulohy k samostatnému feseni
1. Vypoctéte:
; 2
. Inx . X—sinx ) xc -1
a) lim——, b) lim , c) lim ,
x—1X-1 x>0  x3 x—>1x3 —2x% 1 2x -1
X -X 2 X
e”—e . 2X . X2
d Iim—, e) lim , f) lim :
x—0 In(1+ X) x—0tg® x x—02% _1

2. Pomoci L’Hospitalova pravidla vypoctéte cviceni 2.4.1 a 2.4.2.

3. Vypoctéte:

n 2 X X
X =X . 2C0SX+X" -2 . -
a) lim , b) Iim S22 o lim 2 b
x—1 x" -1 x—0  x°sin‘ x x—>0 X
In(cos ax) . X—arctg x . ¥x-3a
d) —_— e) lim———m—— )  lim——.
x—0 In(cosbx) x—0  x3 x—a/x —/a
4. Vypoctéte:
. Inx i In x . Insin2x
a) lim —, by lim ——— c) lim ——
x—+0 XN x—0* 1+ 2Insin x x—0+ Insinx
. tgx . Inx et
d) lim 19X : e) lim : )  lim—.
7 1g3x x—s0*+ COtQ X X—>00 X2
x—>E
5. Vypoctete:
a) lim x%7*, by lim x"Inx, ¢) lim xcotg(zx) ,
X—>+00 x—0" x—0"
1
. .2 . 2 2 .
d) lim xsin—, e) lim x%eXx | f) lim (1—cosx)cotgx .
X—>00 X x—0" x—0"
290
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Vypocet limit uzitim derivace (L'Hospitalovo pravidlo)

6. Vypoctéete:

1 1

) lim(otgx—2) ., b) lim———— ), ¢ limE-——1),
x—0 X x—12Inx  x2_1 x>0 X X1
1
. X 1 . o : 2X
d Ilim(—-—), e Ilimx(eX-1), f) lim (1—e“")cotg x
x—1 X=1 Inx X—>00 x—0"
7. Vypoctéte:
1
a) lim x*, b) lim xX , ¢ lim x¥"%
x—0" X—o0 x—0"
10X 1 1
d) lim (—) , e) lim (X +x)x, f)  lim x1-x
x—0" \ X x—0" x—1
1 1
g) lim@+mx)X | h)  lim (cos2x)%* i) lim (tgx)®9X
x—0 x—0 -
x>
Vysledky tloh k samostatnému feSeni
1 1 n—-1 1 a a’? 1
1.a)l; b)y=; ¢)2;, d)2;, e2;f)—. 3.a)—; b)—; ¢)In—; d) —;e)=;
) )6 ) ) ) f)ln2 )n )12 ) b )b2 )3

4. a)0; b)%; c)l;, d)3; e)0; f)oo. 5.a)0; b)O; c)i; d)2; e) wo; f)0.
T

2
"
6. a)0; b)%; c)%; d)%: L f-2 7.a)L b)0; L d)1; e)e?; fel; g)em;

h) e™: i) 1.

Kontrolni test

1. Vypodtéte lim th_l.
7 sin4x
X—>—
4
1 1 1
a ——, b)) —, ¢ =
) 8 ) 2 )2

x3—3x2+x+1

2. Vypoctéte lim

=1 o5 Px

2
) 2 b2 o 2
T
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eX _g~X
3. Vypoctéte lim
x—0 X
a) 2, b) O, c) 1.
4. Vypoctéte lim Hﬂ
s COS3X
1 3
a —, b) —, ¢ 3.
) 7 ) 7 )
5. Vypotste lim ~—>1%
x—01—cCcosx
1

a) 1, b) O, C) >

e¥ —e7* - 2x

6. Vypoctéte lim 3

x—0 X
a) 0, b) % ) 2.

In x

im :
x—0* In(sin x)
a) 1 b) 0, ¢c) -1

8. Vypoctéte lim (e* —1)cotg x.
x—0

a) 0, b) o,c) L

9. Vypoctéte lim (E— L j

x—0\ X In(L+ x)
a) o, b) -, ) —1.
2
10. Vypogtste lim (sinx)9%.
x—0"

a) e, b) 1, c) O.

Vysledky testu

1. b); 2.¢); 3.a); 4.a); 5.b); 6.b); 7.a); 8.c); 9.c); 10.h).
Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 7 pripadech, pokracujte dalSi kapitolou. V opacném

piipadé je tieba prostudovat kapitolu 3.5. znovu.
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3.6. Diferencial funkce a Taylordv polynom

Vyklad

Definice 3.6.1.
Necht' je Xy vnittnim bodem defini¢niho oboru D¢ funkce f(x). Funkce promeénné
dx = x—xg definovana vztahem df (xg) = f'(Xp)dx se nazyva diferenciél funkce f (X)

v bodé xg, jestlize plati

lim f(X)— f(XO)_df (XO) =0.
X=X | X=X

Véta 3.6.1. Necht Xp je vnittnim bodem Dy funkce f(x) a necht existuje f'(xg) € R, pak

existuje diferencial funkce f(x) v bod¢ Xg.

Duikaz viz [3] str. 103.

Poznamky

1. Oznacme dx=x-Xg,dy=Yy— f(Xy). Po dosazeni do rovnice diferencialu dostaneme
y—f (%)= f'(Xg)(X—Xg), coZ je rovnice tecny vbodé xq k funkci f(x). Je zejmé, Ze pro
dostatecne mala dx mauzeme priristek funkce Ay = f(x)— f(Xg) nahradit diferencialem, tj.

Ay = dy, viz obr. 45.




Matematika I, ¢ast Il Diferencial funkce a Taylordv polynom

2. Jestlize rovnici diferencialu zapiSeme ve tvaru df (x) = f'(x)dx=dy pro xe D¢, v nichz

f’(x) existuje, pak miizeme derivaci f'(x) vyjadrit ve tvaru f'(x) :%.
X

3. Diferencial df (x) mizeme nazvat diferencialem 1. /adu. Diferencial k-tého 7adu pak
budeme definovat vztahem dkf(x):d(dk"lf(x)),keN. Dostaneme dzy: f"(x)dxz,

d3y = £(x)dx3, obecne dXy = £ &) (x)axk.

dky

4. MuiiZeme pséat f(k)(x)=—k, pro k e N.
dx

Vyklad

Definice 3.6.2.
Necht ma funkce f(x) v bodé xy € D¢ derivaci n-tého fadu f(“)(xo). Polynom stupné
nejvyse n, pro ktery plati t, (o) = f (Xo), th(Xg) = f'(Xo): ..., tV (xg) = f((x?) se nazyva

Tayloriv polynom stupné n funkce f(x) v bodé x.

A\ ¥
Paxy

Poznamka

Funkeni hodnoty polynomu t,(x) se v okoli bodu Xy priblizuji k funk¢énim hodnotam funkce

£(x).
Resené dlohy

Priklad: Ukazte, ze polynom t,(x) = X2 —% x* je Taylorav polynom stupné 4 funkce

f (x) =xsinx v bodé xg =0.

294

k%




Matematika I, ¢ast I

Diferencial funkce a Taylor(v polynom

Reseni:

f(x) =xsinx, f(0)=0;

f’(x) =sinx+xcosx, f'(0)=0;

f"(x)=2cosx—xsinx, f"(0)=2;

f"(x) =-3sinx—xcosx, f"(0)=0;

f ) (x) = —4cosx+xsinx, @ (0) =

Vyklad

t4(X) = —%x 14(0) =0,

tg(x)=2x-§x3,tg(0)=o,

th(x)=2-2x°,t5(0) =2,

t(x) = —4x, t§(0) =0,

—4; t$90 =4, (0)=-4.

Véta 3.6.2. Necht” existuje f(“)(xo) pak Taylorav polynom stupné n funkce f(x) v bodé

Xp Ma tvar

N (k)
0= Y kg = 1)+
k=0 :
II (n)
0

Dikaz naznacime. Dosadime-li do vztahu (1) x = X, dostaneme t,(Xg) = f(Xp). Nyni

budeme vztah (1) derivovat:

B0 = 100) + o)

=f'(xg)+ f"S(O) (X=Xg)+...+

2.(X=Xg)+...+——

<”>(xO)
(n-1)!

‘”<o)

th (X) = f"(xo)+¥.3.2.(x—x0)+.. +

k%

" (n
= f"(xg) + f 1(IXO)(X—XO)+...+—f (o)

(n=2)!

n(x—xp)"

(x=x)" 2,
£ (M)
n(Xo)n(n ~1)(x— )"

(x—xo)" 2.
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Ztrejmé dostaneme
. _ £+ (%) £ (M)
1009 = 10 00) + —(x—x0) +

+ (n—2)0! (x=%0)" " pro i=1...n.

Po dosazeni X = Xy do predchoziho vztahu dostavame t(i)(xo) = f(i)(xo) pro i=1...,n.

Poznamky
1. Taylorovym polynomem se budete zabyvat v p/edmétu Numerické metody.

2. Tayloriv polynom miiZzeme napsat pomoci diferencialii ve tvaru

01 1 1 1
th(x) = Zk—d f (%) = f(Xo)+Edf(x0)+§d2f(xo)+...+md”f(xo).

Kontrolni otazky

1. Probody x blizké bodu Xq se diferencial funkce df (x) rovna ptirtistku funkce

ay = f(x) - f(Xg)-
a) ano,

b) ne,

c) n¢kdy.

2. Existuje-li f'(x), pak ji mizeme vyjadrit ve tvaru:
dx
a) f'(x)=—,
) £'(x) ay
b) f'(x)=dy-dx,
dy
c) f'(xX)=—=
) £'(x) i
3. Diferencial 2. radu funkce y = f(x) matvar:
a) d2y=f"(x)dx?,
b) d?y=f"(x)dx,

¢) d2y=[f'(x)dx]*.
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Diferencial funkce a Taylor(v polynom

4. Necht' v bodé xg ma funkce f(x) derivaci n-tého fadu f(”)(xo). Pro funkci f(x)

Taylorav polynom stupné n t,,(x) funkce f(x) plati:

Q) )=t (x), £')=th(x),.... V) =t{"(x),

b) f(x9)=t,(X0) f'(Xg)=th(Xo):-... M (x0)=t{"(xqg),

0) F(x0)=tn(X0), f'(x0) = th(x0), -, ™M (x0) =t{M (xp)-

Odpovédi na kontrolni otazky

1.b); 2.¢); 3.a); 4. b).

Ulohy k samostatnému fe3eni

1. Vypoctéte prirastek funkce Dy a diferencial dy v bodé Xg pro piirastek [x, je-li

a) y:x2—2x, Xg=3, Ux=0,01,

c) y=arctgx, Xy=1, Ux=0,2,

b) y=\/§, =4, Ux=04,

y=2", =2, Ux=0,4.

2. Vypoctete diferencial funkce y = f(x) v bodé x pro prirastek dx:

1 X3 +1
a =—7, b = ’
d) y=—1 5 e) y=arctge®®,
1-t

0) y=tg®x,

) y=In(x++v1l+ x2) .

3. Vypoctete diferencialy uvedenych fada funkce y = f(x) v bod¢ x pro piirastek dx:

a) y=¢, d?y=7,b) y=(D3x-D% dly=2.

C) y:sinzx, d3y:?,d) y:xglng, d

e) y:In(x+\/1+x2), d2y:? :

f)

y=2,

y = XC€0S(2X), d3y =7 .

4. Polynom p(x)=1+ 3x +5x% — 2x3 rozlozte na mocniny dvoj¢lenu (x+1).

k%
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5. Polynom p(x)= x* —5x3 + X% —3x + 4 rozlozte na mocniny dvoj¢lenu (x—4).

6. Pro danou funkci sestavte Taylorav polynom n-tého stupné v okoli bodu Xg:

X 1
a) y—ﬁ, Xg=2, n=3, b) y—ﬁ, X=1 n=3,
c) y=Inx, xy=4, n=4d) y=+X, X=4, n=3.

7. Pomoci Taylorova polynomu sestaveného ve cviceni 6d) vypoctéte pribliznou hodnotu
a) 5, b) /4,5, c) /3.9 .
Srovnanim s presnou hodnotou vypoétenou na kalkulatoru urcete chybu aproximace &.
8. Pro danou funkci sestavte Taylorav polynom n-teho stupné v okoli bodu Xy =0
(Maclaurinav polynom):
a) y=tgx, n=5, b) y=arcsinx, n=3, c) y=Incosx, n=6.
9. Pomoci Taylorova polynomu sestaveného ve cviceni 8b) vypoctéte pribliznou hodnotu
a) arcsinl , b) arcsin0,5 , c) arcsin0,2 .
Srovnanim s presnou hodnotou vypoétenou na kalkulatoru urcete chybu aproximace &.
10. Pro danou funkci sestavte Tayloriv polynom n-tého stupné v okoli bodu x5 =0
(Maclaurinav polynom):
a) y=e*, b) y=sinx, C) y=cCosx,

d) y=Inl+x), e) y:(1+x)k, f) y=arctgx .

11. UkaZte, Ze pro vypodet hodnoty funkce e* pro 0< x S% Ize pouzit ptiblizny vzorec

2 3
X“ X . Lox - y
eX x1+x +7+?. Pomoci tohoto vzorce vypoctéte Je asrovnanimss presnou

hodnotou vypoctenou na kalkulatoru uréete chybu vypocétu.

12. UkaZzte, Ze pro vypocet hodnoty funkce sinx pro thly mensi nez 28° Ize pouzit priblizny
vzorec

. 3 %0 ] exin i OO - y
sinx ~ x—;+§ . Pomoci tohoto vzorce vypoctéte sin 28° a srovnanim s presnou
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hodnotou vypoétenou na kalkulatoru uréete chybu vypoctu. (Pozor - hodnotu x je nutno

dosadit v obloukové mite!)

Vysledky Uloh k samostatnému feSeni

1. @) Jy=0,0401, dy=0,04; b) []y=0,0976, dy=0,1; c) []y=0,0907, dy=0,1;

2
Q) 1y=128, dy=111, 2. a) —— 2 p) - o) 210K, ) 2N
4xx (x°-1) COS“ X (1-t9)
2X 2
¢) 2e— ) =X _ . 3. a) —%; b) 4(x+1)(Bx% —2x—1)dx?; c) —4sin 2xdx3;
1+e 1+ X2 9X\/;
6 4. xdx - 3
d) —dx™; e) -3 f) (8xsin2x—12cos2x)dx"”.
(x2 +1)E

4. p(x)=5-13(x+1)+11(x -1-1)2 — 2(X+1)3 :

5. p(x)=(x=&)* +11(x—4)% +37(x - 4)% + 21(x — 4) - 56 ;

6. ) 50) = 2-(x-2)~ (=27~ (x-2; b) t50 =1-Z (X~ + > (x -7 - (x-1*;
nastoea L2, L 1
) t4(0) =Ind+ 7 (x=4) = (=42 + - (-4 (-4

d) t3(x)=2+

2 3
(x;4)_(x—4) L= D 4(E)=2,36 £=0,12:

64 512

b) t3(4,5)=2,20; £=0,08; c) 3(3,9)=2,02; £=0,05.8. a) t5(x):x+%x3+%x5;

1 12 1 4 15 ]
b) ta(X) = x+= x C) tg(X)=—=X"——XxX"——Xx". 9. a) t2(D) =1, 2; =0,4;
) 3(x) = 5 ) t5(X) 5 P 1 ) 3D &

b) t3(0,5)=0,521;, &=0,003; c) t3(0,2)=0,20133; &=0,00003.

X X2 XN X3 nt X2 -1
10. a) ty(x) = 1+1|+?+ +— b) t,(x) = 5_5 +..+(-1 m
X2 2n X2 _1Xn'
) ty(0) =1=Jr+t (D o ) (0 =7~ ot ()N
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k k X X3 _1X2n—1
e) t-(X)=1+| |X+..+| [X" Pt (X)==—"—t.. 4D,
) th(X) (J (n] ) th(X) 1 3 (-1 o1

11. Je~1,646; £=0,003. 12. sin28° ~0,469472; &=0,000001.

Kontrolni test

1. Vypoctete prirastek funkce ay a diferencial dy v bodé xg =2 pro ptirastek ax=0,1u
funkce y = X3 +2X,
a) ay=14,dy=1461, b) ay=1461 dy=14, c) ay=121dy=12.
oo . 1+x . i
2. Vypoctete diferencial funkce y = ,/1— v bodé x pro prirastek dx.
—X

2) dx b) (1—x)dx 0 dx .
L-x1-x2 22 (1 x), 2%
1-x

3. Vypoctete diferencidl 2. tadu funkce y = cos? 2x v bodé x pro prirastek dx.

a) —~8sin 2xdx?, b) —4¢0s 2xdx?, C) —80s 4xdx?.

2
4. Pro funkei f(x)=e?**" sestavte Taylorav polynom 2. stupné v okoli bodu Xg =0
(Maclaurintv polynom).

a) 1+x+x2, b) 1+2x+x2, C) 1+4x+ %%,

5. Polynom p(x) = x* —3x? —10x +11 rozlozte na mocniny dvoj¢lenu (x—2).
a) —5+10(x—2)+21(x—2)? +8(x-2)3 + (x—2)%,
b) —5+10(x—2)+42(x —2)? + 48(x - 2)3 + 24(x— 2)%,
) —5+10(x—2)—42(x-2)> —8(x-2)% - (x—2)*.
6. Pro funkci f(x) =% sestavte Taylorav polynom 3. stupné v okoli bodu Xg =2.

) 5y (x-2) -5 (x-2 42 (x-2)

1 1 1 o 1 3
b) E—Z(X—ZH—(X—Z) _E(X_Z)'

k%
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L L oy T2 3(x 2y
C) > 4(x 2)+4(x 2) 8(x 2)°.

7. Pro funkci f(x)=xe™* sestavte Maclauriniv polynom (tj. Xg =0) 3. stupng.

a) x—2x2+3x3, b) x—x2+%x3—%x4, C) x—x2+%x3.

Vysledky testu

1.b); 2.a); 3.¢); 4.b); 5.a); 6.b); 7.c).

Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 5 pripadech, pokracujte dalsi kapitolou. V opacném
piipadé je tieba prostudovat kapitolu 3.6. znovu.
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o=

4. PRUBEH FUNKCE

Privodce studiem

V matematice, ale i ve fyzice a technickych oborech se casto vyskytne poZadavek na
sestrojeni grafu funkce y =f(x). K nakresleni grafu funkce Ize dnes vétSinou pouzit vhodny
matematicky software. MiZe se vSak stat, Ze pti zadani funkéniho predpisu udélame chybu, ze
zvolime nevhodny interval pro zobrazeni grafu, nebo Ze si zvoleny software s vykreslenim
grafu dokonale neporadi. pro tyto pfipady je nutné naucit se hledat vyzna¢né vlastnosti
funkce. V této kapitole budou tyto vyzna¢né vlastnosti uvedeny a v zavéru kapitoly je

shrneme a naucime se graf funkce y =f(x) nacrtnout.

4.1. Extrémy funkce

Predpokladané znalosti

V této a dalSich ¢astech budeme hovotit o monotonnosti funkci, viz definice 1.4.2 a budeme

pouZzivat vétu 3.2.6.

Vyklad

o=

Definice 4.1.1.

Rikame, Ze funkce f(x) mav bodé x, € D¢

absolutni maximum vxe D¢ 1 f(x) < f(Xp),

absolutni minimum Vx e Dy : f(x) = f(Xp),

lokalni maximum | jestlize JO(xg): x € O(Xg) = f(x) < f(xg),
lokalni minimum JO(xg): x € O(Xg) = f(x) > f(xg),
ostré lokalni maximum 3O(Xg) : X € O(Xp) \{Xo} = f(X) < f(Xp),
ostré lokalni minimum 3FO(Xg) : X € O(Xg) \{Xg} = f(X) > f(Xp).

JestliZe nastane n&kterd z piedchozich moznosti fikame, Ze funkce f(x) mav bod¢ X

extrém (absolutni, lokalni, ostry lokalni).
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NV}
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ResSené Glohy

Priklad Funkce y= > mav bod¢ xg =0 absolutni maximum. Nerovnice

1+x

2 7= y(0) = 2 plati pro vSechna x € R. Po Upravé totiZ dostaneme 2 <2(1+ xz), dale pak
1+X

0 < x2. Pedchozi Gvaha plati pro kazde O(Xg) a tedy funkce ma v bodé Xy =0 také lokalni

maximum, které je ostré, protoze 0 < G pro viechna x e R\{0}.

Priklad Funkce y= X% +x° ma v bodé Xg =0 ostré lokalni minimum, protoze nerovnice

xS+ x% > y(0) =0 je spInéna v okoli (-1,1) bodu 0 s vyjimkou bodu 0, nebot’ po Upravé

dostaneme xz(x +1) > 0. Toto lokalni minimum neni absolutni, protoZe napiiklad

y(-2) =-4<y(0).

Vyklad

Véta4.1.1. Necht je Xy vnittni bod D a necht existuje f'(xg) = 0. Pak funkce f(x) nema

v bodé Xg lokalni ani absolutni extrém.

Bez dukazu.

4
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f(x,)

f(xo)
f(x,)

VSimnéme si na obr. 46, Ze te¢na ke grafu funkce f(x) v bodé xg nenipro f'(xy) =0
rovnob&zZna s osou x. Existuje tedy O(xg) takové, Ze plati f(x)> f(Xp), (%)< f(Xp)

pro vhodné zvolené body x;, xo € Dy N O(Xg).

Poznamka

Zvety 4.1.1 vyplyva, Ze lokalni i absolutni extrémy mohou existovat pouze v bodech

Xg € D¢, vnichz f'(Xy)=0, nebo vnichz f'(Xp) neexistuje. Body Xg, vnichZ f'(xy)=0
budeme nazyvat stacionédrni. Mezi body, v nichZ f'(Xp) neexistuje, pat/i také krajni body

defini¢niho oboru.

Vyklad

Véta 4.1.2. Spojita funkce, jejiz derivace meéni v bodé X; znaménko, ma v bodé X ostry

lokalni extrém.

4
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Bez dikazu. Uvédomime si, Ze podle véty 3.2.6 je pro f'(x) >0 funkce f(x) rostouci a pro
f'(x) <0 je funkce f(x) klesajici. Podle véty 4.1.1 maZe derivace spojité funkce f(X)
zmenit znaménko pouze v bodech xy € D¢, v nichZz f'(xy) =0, nebo v nichz f'(Xp)

neexistuje.
ResSené Glohy
Priklad Urcete lokalni extrémy funkce y = eX\S/ x2.

Redeni: Funkce je spojitd na mnoZing reéalnych &isel R. Zjistime nulové body a body

nespojitosti funkce y' a podle véty 4.1.2 rozhodneme, zda v nich bude lokalni extrém:

g 2 _1 3 2 X
y'=e*x3 +eX.2x 3 :%
3 3%/x

bod ziskame fedenim rovnice (3x+2)e* =0, tj. 3x+2=0 aodtud x, = —%. Tyto body

. Bodem nespojitosti funkce Yy’ je bod x =0. Jeji nulovy

rozdéli R na t¥i intervaly, viz obr. 47.

Obr. 47

4
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y=eX§/x72

Obr. 48

VyuZijeme poznatkt o feSeni nerovnic z kapitoly 2.4 a dostaneme:

y'(-1) >0, y’(—%) <0, y'(1) > 0. Derivace funkce y meniv bodech x; =0 a x, = —%
znaménko, tj. v téchto bodech existuji lokalni extremy. Bod x, = —% je stacionarnim bodem.

Monotonnost funkce y se v bodech x =0 a X, =— méni, viz obr. 47. Graf funkce y je

w|nN

na obr. 48.

Vyklad

Véta 4.1.3. Predpokladejme, Ze f'(xg)=0 a f"(xg) <0, resp. f"(xg) >0. Pak ma funkce

f(x) v bodé X ostré lokalni maximum, resp. ostré lokalni minimum.

Bez dikazu. Pro maximum v bodé xq plati, Ze f'(x) >0, pro xe(Xg—3,Xg)
a f'(x)<0 pro xe(xg,Xy+9) avhodné 6 >0, viz obr. 49, 50. Funkce f'(X) je ziejme
vintervalu (X —0, Xg +9) Klesajici a tedy f"(Xp) <O.
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Y 4 Yy 1

Obr. 49 Obr. 50

Podobnou uvahu muZeme provést pro minimum v bodé X, a dostaneme f"(X) > 0.

Resené dlohy

Priklad Urcete extrémy funkce y = exg/:z’ jejiz defini¢ni obor je Dy =<-1, % >,

ReSeni:  Z teseni predchoziho ptikladu vime, Ze dana funkce ma v bodé x, =-3 ostré

lokalni maximum a v bod¢ X, =0 ma ostré lokalni minimum.

Z poznamky za vétou 4.1.1 vyplyva, Ze zbyva urcit funkéni hodnoty funkce y v krajnich
bodech definicniho oboru, tj. v bodech x3=-1 a x4 :1.

Dostaneme:

y(-1) =e1=0,36788,

2
2 - .4
y( 3) ,/9

y(0)=e2.0=0,

1
1 5 a1l
~)=e23= =1,03863.
y(2) \/;

4
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Z predchozich vztaht vyplyva, ze funkce ma v lokalnim minimu ¥ =0 absolutni minimum a

v krajnim bod¢é defini¢niho oboru X, =3 ma absolutni maximum.

Vyklad

Bez dikazu predchozi vétu zobecnime.

Véta4.1.4. Necht ma funkce f(x) v bodé X, spojitou n-tou derivaci pro n >3 a necht
f'(X) = f"(xg)=...= F" D (x)=0 a F™(xy)=0. Je-li n &islosudé a
(M (x0) <0, resp. (M (xy)>0, pak ma funkce f(x) v bod& X, ostré lokalni

maximum, resp. ostre lokalni minimum. Je-li n liché ¢islo, pak v Xy extrém neexistuje.

Ul
~

\:ll
/TN

Resené dlohy
. y s . 14 25 15
Priklad Urcete lokalni extrémy funkce y:Zx _EX +EX .
Reseni:

Funkce y je polynom, tj. jeji defini¢ni obor a defini¢ni obor jejich derivaci je R.

1. y'= 3 2x* +x° = x3(1— x)2 = stacionarni body jsou x =0, X, =1.

no

y" = 3x% —8x3 +5x*, y"(0) =0, y"(1) = 0= budeme dale derivovat.
3. y"=6x- 24x% +20%°, y"(0)=0,y"(1)=2#0= Vv X, =1 neexistuje extrém.

y(4) = 648X +60x2, y(4) (0)=6>0= Vv x =0 je ostré lokalni minimum.

&

4
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Poznamka

VetSina praktickych uloh vede na hledani absolutniho maxima nebo minima funkce, ktera

ulohu popisuje. Tento extrém maze, ale nemusi byt lokalni.

Resené Glohy

Priklad Z bodu O do bodu A vede piima Zeleznice, viz obr. 51. Navrhnéte umisténi
piekladového nadrazi v bodu B na této trati tak, aby pfi silni¢ni doprave z bodu C do bodu B

po piimé silnici a nasledné dopravé z bodu B do bodu A po Zeleznici byla cena za piepravu

v v

silnici 0,5 K&¢/km. Cena prekladky za jednotku je 1K¢. Vzdalenost |OA| je 100 km,
vzdalenost |OC | je 10 km.

Y 4
C=(0,10)
) S
0 B=(x,0) A=(100,0) X

Obr. 51

Reseni: Ozna¢me soufadnice bodu B =(x,0), kde x je hledana vzdalenost bodu B od bodu

O. Délka cesty po Zeleznici pak bude (100—x) km a délka piepravy po silnici

Vx? +10° km. Cena piepravy jednotky zboZi je pak dana funkci

y = (100~ x).0,2+vx* +100.0,5+1, D, =<0,100>.

Urgime absolutni minimum této funkce:

= i’*,i

¥
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X
v x2 +100

Funkce Yy’ je spojita, ur¢ime tedy jeji stacionarni body:

y'=-0,2+ 0,5.

X X 1 2
0,24+ ——=05=00 ———=="=5x=2/x"+100 =
Vx% +100 24/x% +100
— 25x% = 4x% + 400 = 21x% = 400 => ¥ » = £ -2
P11
» 20 . ... y y N -
Do Dy patii pouze X :ﬁ' Presvédcime se, Ze v bodé X; se jedna o minimum funkce:
2X
;22X +100-x.—2
y,,_{ X 1} ) Jx2+100  2(3+100)-2x2 50
x2+100 5 4(x* +100) 4% +100)°  /(x? +100)°

Je vidét, Ze y" >0 pro viechna x € Dy atedy ipro X, tj. v bodé ¥ :% jde 0 minimum

funkce y. Nyni zjistime funkeni hodnoty v krajnich bodech Dy a porovname je s funkeni
hodnotou v bodé x; :

y(0)=26,  y(100) = 51,25, y(%j = 25,58,

.....

Nejvyhodngjsi je postavit nddrazi v bod¢ B, ktery je od bodu O vzdalen 20 km.

J21

Kontrolni otazky

1. Pti vySetfovani lokalniho extrému funkce f(x) v bodé Xy sledujeme funkéni hodnoty

této funkce
a) Vv celém jejim defini¢nim oboru,

b) v okoli bodu xg,
C) pouze v bod¢ Xg.
2. Stacionarnim bodem funkce f(x) nazyvame bod Xy, ve kterém

8) f'(x)=0,

4
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b) f'(xg)#0,

c) f'(xg) neexistuje.
3. Spojita funkce f(x) ma v bodé Xy ostry lokalni extrém. Pak derivace této funkce f’(x)
v okoli bodu Xg

a) neméni znaménko,
b) rovna se nule,
c) méni znaménko.
4. Pro funkci f(x) vbodé xg plati, ze f'(xg)=0a f"(xg) >0. Pak v bod¢ Xxg
a) je ostré lokalni minimum,
b) je ostré lokalni maximum,
c) neni tam lokalni extrém.
5. Ma-li funkce f(x) v bodé X stacionarni bod, pak v bod¢ Xy lokalni extrém
a) urcité nastane,
b) nenastane,

C) muze nastat.

Odpovédi na kontrolni otazky

1.b); 2. a);3.¢);4.a), 5.¢).

Ulohy k samostatnému feseni
1. Najdéte intervaly, na kterych je dana funkce rostouci a na kterych je klesajici:
a) y=x3—x, b) y:x5—15x3+3, c) y= X2 :
1+x
d) y=[x+1+|x-1], ) y=£+i, f) y=x+
X 1-x X% 1

2. Najdéte intervaly, na kterych je dana funkce rostouci a na kterych je klesajici:
X
a) y=x—-e*, b) y=x%X, 0 y="_,
X

4
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d) y:In\/1+x2, e) y:2x2—lnx, f) y:In(x+\/1+x2),
2

g) Y=X+CO0SX , h) y=sinx+cosx , i) y=arccos 5
1+x
3. Ukazte, Ze funkce y =arctgx —x je pro kazdé realné x klesajici.
4. Naleznéte lokalni extrémy danych funkci:
a) y=x2(x—6) , b) y:x3—12x—6 , c) y:4x3—18x2+27x—7 ,
3
d) y:—x4—2x2+3, e) y= 22X , f) y:x2+i2.
X“+1 X
5. Nalezné¢te lokalni extrémy danych funkci:
—X —x? 2_—x?
a) y=x+e ", b) y=xe , c) y=x“e :
X
Q) y=—. o y=2, N y=Wee.
e* X
6. Naleznéte lokalni extrémy danych funkci:
a) y=xlInx, b) y:In;—Jrl, C) y:lenx,
—X
d) y:xlnxz, e) y:In—X, f) y:In\/1+x2—arctgx.
X
7. Naleznéte lokalni extrémy danych funkci:
X 2 x—1]
a) y=E+arctgx, b) y=‘16—x ‘ c) y=-——,
X
d y=4x-tgx, e) y=e Xsinx, f) y=x-+arccotg(2x) .
8. Urcete absolutni extrémy funkci na daném intervalu:
a) y=x°-6x+10, xe(-15) , b) y=xInx, XE<E,G>,
e
2 % X
c) y=2tgx—-tg-x, X€<0,E>, d y=x", xe(0,x).

9. Cislo 28 rozlozte na dva s¢itance tak, aby jejich sou¢in byl nejvétsi.

10. Najdete takové kladné ¢islo, aby soucet tohoto ¢isla a jeho prevracené hodnoty byl

nejmensi.

11. Jaké rozméry musi mit pravouhly rovnobéznik daného obvodu s, aby jeho Uhlopricka

byla nejmensi?

12. DokaZzte, Ze ze v3ech pravouhlych rovnobéznika daného
a) obsahu mé ¢tverec nejmensi obvod,

b) obvodu ma ¢tverec nejvétsi obsah.

4
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13. Z valcového kmene o praméru d se ma vytesat tram obdélnikového prutrezu tak, aby mé¢l

maximalni nosnost. Z nauky o pevnosti je znamo, Ze nosnost y trdmu je dana vztahem

y= kab?, kde k>0 je soucinitel materialu, a je Sitka a b vyska tramu.

14. Ze ctvercového plechu o stran¢ a se ma vyrobit oteviena krabice tak, Ze v rozich se
odstiihnou ¢étverce a zbytek se zahne do krabice. Jak velka musi byt strana odsttiZzenych

¢tvercu, aby byl objem krabice maximalni?

15. Cestovni kancelar porada zajezd. Je-li pocet ucastnika zajezdu 100 a méné, je cena pro
jednoho ucastnika 600 K¢. Pti vétsim poctu nez 100 se cena sniZi za kazdého ucastnika

navic o0 2,50 K¢. Pri kolika ucastnicich bude obrat cestovni kancelare nejvetsi?

Vysledky Uloh k samostatnému reSeni

1 1 ) 1 1
1. a)rostouci: | —o,——— |a| —, |, klesajici: | ——=,—= |; b) rostouci:
) ( @N@j ‘(@@j)
(—0,-3)a(3,), klesajici: (-3,3); c) rostouci: (-1,1), klesajici: (—oo,~1)a (1,0);

d) rostouci: (1,0), klesajici: (—o0,-1) , v <—1,1> je konstantni, y =2 ; e) rostouci:
(%1) a(L,2), klesajici: (—»,0)a (O%) a(2,0); f) rostouci: (—oo,—\/é) a (\/goo)
klesajici: (—«@,—1)a(—1,1)a(1,\@). 2. a) rostouci: (—,0), klesajici: (0,0);

b) rostouci: (0,2), klesajici: (—«,0)a (2,20); c) rostouci: (1,), klesajici:

(-,0)a(0,1); d) rostouci: (0,), klesajici: (—0,0); e) rostouci: (%ooj , klesajici:
[O,%); f) rostouci: (—oo,0); @) rostouci: (—wo,0); h) rostouci:

(—%ﬂ'+ 2k7z',%+ anj, klesajici: (%+ 2k72',%72'+ ZkﬂJ,k € Z; i) rostouci: (0,),

Klesajici: (—0,0). 4. @) Ymax =0 pro x=0, Ynin =32 pro x=4;
D) Ymax =10 pro x=-2, Ynin =—22 pro x=2; c) nema lokalni extremy;

d) Ymax =3 pro x=0; e) nema lokalni extrémy; f) Ynin =2 pro x=-1,
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1 1
=2 pro x=1. 5. a ~=1pro x=0; b i =——— pPro X=———,
Ymin p ) Ymin p ) Ymin >Je p NG
y —L pro x—i'c) y —l pro x=-1,y —l pro x=1
max 2\/5 \/E’ max e 1 Jmax e '
Ymin =0 pro x=0; d) ymax:% pro x=1; €) Ymax =€ pro x=1,
pro x=§, Ymin =0 pro x=0. 6. a) ymin:—% pro x=%;

max — o 5
3e?
1

b) nema lokalni extrémy; ¢) Ypmin :—% pro x:%; d) Ymax :S pro X:_E’
e

2 1 1 1 Vs
=—— pro Xx==-: e == pro x=¢e; f o ==In2-— pro x=1.
Ymin o p o ) Ymax o Y ) Ymin > 4 p
7. a) nema lokalni extrémy; b) Ymax =16 pro x=0, Ynin =0 pro x=-4,

1
Ymin =0 pro x=4; c) ymax=§ pro x=2, Ymin =0 pro x=1;
d) Ymax :4?7[+4k7r—«/§ pro x=%+k7r, keZ,

Yimin =_4§+4k7r+\/§ pro X=—%+k7f, keZ,

—( +2kr)
€) Ymax =@ " £ pro X_Z+2k”

—(f+2k7r)\/_ 571 3r 1 1
Ymin =€ - pro X—T+2k7r keZ; ) Ymax = = pro X:_E’

r 1 1
Ymin :Z+§ pro XZE' 8. @) Ymax =17 pro x=-1, Ynin =1 pro x=3;

2 1 1 . T ;
D) Ymax =€° Pro x==e, Ymin =2 pro X_ﬁ’ C) Ymax =1 pro x=z,nema
absolutni minimum; d) Ypin = 0.6922 pro x—% nema absolutni maximum.
9. [14+14]. 10. x=1. 11. a=>, b=>. 13 a=-0, p-Y2d
4' 7 4 3 NE]
a a)
14 X—E VmaX:2(§j . 15 n:170
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Kontrolni test

1. Najdéte intervaly, na kterych je funkce y = x> —12x +1 rostouci a na kterych je Klesajici.
a) rostouci (—o0,-2) a (2,), klesajici (-2,2),
b) rostouci (—2,2), klesajici (—,-2) a (2,),
c) rostouci (—oo,2),klesajici (2, ).
2. Najdste intervaly, na kterych je funkce y = xe™™ ryze monoténni:
a) rostouci (1,), klesajici (—x,1),
b) rostouci (—oo,1), klesajici (1, ),
c) rostouci (—oo,-1), klesajici (—1,0).
3. Najdéte intervaly, na kterych je funkce y = x+ 2arccotgXx ryze monotonni.
a) rostouci (-1,1), klesajici (—o0,-1) a (1,),
b) rostouci (—o,1), klesajici (1, 0),
c) rostouci (—o0,—-1) a (1,), klesajici (-1,1).

2
4. Najdéte vSechny lokalni extrémy funkce y = X_l

a) Ymax =4 Pro Xx=2, Ynin =0 pro x=0,
D) Ymax =0 pro x=0, Ynin =4 pro x=2,
C) Ymax :% pro X=3, Ymin =0 pro x=0.
5. Najdete vSechny lokalni extrémy funkce y =sin X+ cosx.
5 T
a)  Ymax =2 pro XZZﬂ', Ymin =2 pro X:Z,
D) Ymax =1 pro x=0, Ymin =-1pro x=r,
€) Ymax =2 pro x =%+ 2k, kcelé ., Ymin =—2 Pro x =%7r+ 2k, k celé &.

6. Urcete absolutni extrémy funkce y = x—2Inx na intervalu <l,e>.
a) Ymax =1 pro Xx=1, ymin=2-2In2 pro x=2,

D) Ymax =1 Pro Xx=1, Ypyijn =€—2 pro x=e,

4
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C) Ymax =2-2In2 pro x=2, Ymin =1 pro x=1.
7. Vypoctste rozméry obdélniku o plode 25 cm? tak, aby mél nejkratsi Ghllopiicku.
a) a=5cm,b=5cm; b)a=4,75cm,b=5,25cm, c)a=4,25cm,b=59cm.

Vysledky testu ﬂg—’l

1.a); 2.b); 3.¢); 4.b); 5.¢); 6.a); 7.a).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 5 pripadech, pokracujte dalSi kapitolou. V opacném

piipad¢ je tieba prostudovat kapitolu 4.1. znovu.
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4.2. Konvexnost, konkavnost, inflexe

Vyklad

Definice 4.2.1.

Necht existuje f'(xy), X € D¢. Rekneme, Ze funkce f(x) je v bodé x, konvexni, resp.
konkavni, jestliZe existuje O(Xg) tak, Ze plati
Vxe Dy :xeO(xg)\{xg} = f(x)> f(xg)+ f'(Xg)(X—Xp),

resp. f(x) < f(xg)+ f'(Xg)(X—Xg).

/(X)) (X —X%,)
fX WA —————— =N\ ———— o 0

Poznamka

Z obr. 52 je videt, Ze pro konvexni funkci f(x) lezi hodnota f(x), xeO(xy) nad tecnou

k f(x) vbodé %y pro vhodné O(xy). Podobne pro konkavni funkci leZi tyto hodnoty pod

tecnou.

= i’*,i
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Vyklad

Definice 4.2.2.
Rikame, ze funkce f(x) je konvexni, resp. konkavni v intervalu | c D,, jestlize v kazdém

bodé | je konvexni, resp. konkavni.

Véta4.2.1. Necht f"(x,)>0, resp. f"(x,)<0, pak je f(x) vbodé x, konvexni, resp.

konkavni.

Dikaz: Oznaéme g(x)= f(x)— f(x,)— f'(x,)(x=%,) v O(x,), kde je f(x) konvexni,
resp. konkavni, viz obr. 53. Funkce g(x) >0, resp. g(x) <0 pro xe O(x,)\{x,}, jestliZe je
f(x) v O(x,) konvexni, resp. konkavni, viz definice 4.2.1. Dostaneme
g'(x)=f'(x)—f'(x,) a g"(x)=f"(x). Dosadime x = x, a dostaneme g'(X,) =0. Pro funkci
g(x) je bod x, stacionarni. Podle predpokladu véty je g"(x,) = f"(x,) >0, resp.

9"(%,) = T"(x,) <0a tedy funkce g(x) ma v bodé x, ostré lokalni minimum, resp. maximum.
ya

y=f(x)

O~z g(x)
fx-———~==-—> /(X)X =X,)

Obr. 53

Poznamka

Hledani intervalii konvexnosti, resp. konkavnosti je podle vety 4.2.1 vlastne hledanim

intervali, na kterych je funkce f’(x) rostouci, resp. klesajici. Podle véty 4.1.1 mohou zmény

E.r i¥a 318
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v monotonnosti funkce f'(x) tedy nastat v bodech x5 € D¢, vnichz f"(xy) =0, nebo v nichz

f"(xg) neexistuje.

Vyklad

Definice 4.2.3.
Necht existuje f'(xg), Xg € D¢ a necht funkce g(x) = f(X)— f(Xg) — f'(Xg)(X—Xg) meni

v bod¢ Xy znaménko, pak tikdme, Ze funkce f(x) mav bod¢ Xg inflexi.

Poznamka

Funkce f ma v bode (X, f(Xg)) inflexi, jestlize existuje O(xg) tak, Ze pro X <xq lezi jeji

graf pod techou t a pro X > Xg lezi nad tecnou t, nebo naopak, viz obr. 54.

y
f(x)
t2
Lt
|
|
| |
| |
| |
| |
| |
| |
: >
0 X, X, X

Obr. 54

Vobr.54je f'(x))=0, bod X je profunkci f(x)staciondrni atecna t; je rovnobézna

S OSOU X.
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Vyklad

Véta4.2.2. Necht je f'(x) spojita v xg a f"(x) meéni v xg znaménko, pak méa funkce

f(X) v Xg inflexi.

Diikaz: Platnost véty vyplyva piimo z véty 4.2.1 a z definic 4.2.1 a 4.2.3.

Poznamka

Body Xx,, v nichz ma funkce inflexi, nazyvame inflexni body.

Resené Glohy

Piiklad: Vysetiete intervaly konvexnosti a konkavnosti funkce y = %3 st = %3 x°

a urcete jeji inflexni body.

Reseni:  Defini¢ni obor Dy =R, Y existuje v Dy. Pak plati

8 4,2
y'==x3 —Ex3, Dy =R,
5 1 0
y":XB_X 3:%| Dy":R\{O}.

Polozime x%-1=0, tj. x » =+1, coZ jsou nulove body funkce y”. Bod nespojitosti je bod

X3 =0, viz obr. 55.

E.r i¥a 320
= i’*,i

A1/
Py




Matematika I, ¢ast Il Konvexnost, konkavnost, inflexe

Dostaneme y"(-2) <0, y”(—%) >0, y"(%) <0 a y"(2)>0. Funkce y je konvexni pro

x e (-1,0)a (1,) a konkavni pro x e (—o,-1) a (0,1), viz obr. 56. Body

X =-1 X, =1 a X3 =0 jsou inflexni body dané funkce.

y A
|
| 1
1 ’ | —
-1 0 : X
|
yzi3 NONLEN
88 10
Obr. 56
Vyklad
¥ s gn _fm _ _ (2n) _ (2n+1) (2n) 3 =
Véta 4.2.3. Necht f"(xg)=f"(xg)=...= f(XO) =0, f(XO) #0 a f(XO) existuje v O(Xg),

pak bod xg je inflexnim bodem funkce f(x).

NV}
T\

Bez dukazu.

Resené Glohy

Priklad Urcete inflexni body funkce y = 2i0 x> —%xs.
4 5.2
Reseni: Dostaneme ' =£x4 —lx2 :ﬁ, kde Dy =Dy = R. Vypocteme
4 2 4
y" = XS X, Dy»=R a poloZzime X2 —x =0, x(x2 —1) =0. Dostavame nulové body

4
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X =0,%, =1, x3=-1. Déle y" = 3x% -1, tj. y"(0)#0, y"@Q) =0 a y"(-1) #0. Body

5

X1, X2, X3 jsou inflexni. Graf funkce y :%x —%x3 je na obr. 57.

y\
|
|
|
o
[ L
oo \/10
3] | 1 V2 N3
2 -1 o\ | | x
| |
| |
|
|
20 6
Obr. 57

Kontrolni otazky

1. Necht f(x) mav bod¢ Xy derivaci f'(xy). KdyZ existuje okoli bodu xy 0(xy) takové, ze
pro viechna x e 0(xg) \ {Xo} lezi body grafu funkce pod te¢nou k f(x) v bodg Xy, je
f(x) vbodé xq
a) konvexni, b) konkavni, c) klesajici.

2. Je-li £"(x)>0 vkaZdém bod¢ intervalu | < D¢, je funkce f(x) v tomto intervalu
a) konvexni, b) konkavni, c) rostouci.

3. Necht' funkce f(x) méav bode xq derivaci f'(xy). Prechazi-li graf funkce v bodé
[xo, f(xo)] z polohy nad te¢nou do polohy pod te¢nou nebo naopak, nazyvame bod X
a) stacionarnim bodem funkce f(x),

b) bodem lokalniho maxima funkce f(x),

c) inflexnim bodem funkce f (x).

4. Pokud funkce f(x) spliiuje v bod¢ xg podminky f'(Xg)=0 a f"(Xy) =0, pak bod X,
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a) je inflexnim bodem,
b) neni inflexnim bodem,
c) muze, ale nemusi byt inflexnim bodem.

5. Necht bod Xq je inflexnim bodem funkce f (x). Pak
a) f"(xp) =0,
b) f"(xg) =0 nebo neexistuje,
c) f"(x) =1

Odpovédi na kontrolni otazky

1.b); 2.a); 3.c¢); 4.¢); 5.b).

Ulohy k samostatnému fe3eni
1. Naleznéte inflexni body a intervaly konvexnosti a konkavnosti dané funkce:
a) y=5x2+20x+7 , b) y:3x5—5x4+4, C) y:x(l—x)z,
7
d) y=x*+2x3-12x>-5x+2,6) y=3-(x+2)5, f) y= x+i2 .
X

2. Naleznéte inflexni body a intervaly konvexnosti a konkavnosti dané funkce:

a) y=xInx, b) y:1—ln(x2—9) , C) y=xarctgx ,
d) y=ed9x e) y=X-cosX , f) y=Inl+x?) .
3. Nalezné¢te inflexni body a intervaly konvexnosti a konkavnosti dané funkce:
2
a) y=‘16—x2‘ , b) y:InlJr—X, ) y=xe X,
1-x
2,—X X
d y=x%e", e) y=arctgx—arccotgx , f) y=— -
e

4. Ukatzte, Ze viechny inflexni body funkce y = X+l

x2 +1

leZi na jedné ptimce.

5. Pro jaké hodnoty a, b je bod [1,3] inflexnim bodem kiivky y = ax® +bx? ?

4
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Vysledky tloh k samostatnému reSeni

1. a) inflexni body nemad, konvexni: (—oo,); b) inflexni body: x=1, konvexni: (1),
- : . 2 .2 o 2
konkavni: (—,1); c)inflexni body: X:§’ konvexni: (g,oo), konkavni: (—oo,g);

d) inflexni body: x=-2, x=1, konvexni: (—,-2)a (1,»), konkavni: (-2,1); e) inflexni
body nema, konvexni: (—o0,—2), konkavni: (-2,0); f)inflexni body nema, konvexni:
(—0,0)a (0,0). 2. a)inflexni body nemd, konvexni: (0,); b) inflexni body nema,
konvexni: (—o0,—3)a (3,0); c) inflexni body nemd, konvexni: (—o0,%0); d) inflexni body:

x=%, konvexni: (—oo,%), konkavni: (%,oo); e) inflexni body: x:%+k7z, konvexni:

(—%+2k7z,%+2kﬁ), konkavnf: (%+2k7z,3?”+2k7z); f)inflexni body: x=-1 x=1,

konvexni: (-11), konkavni: (—w,—-1)a (). 3. a)inflexni body nema, konvexni:

(—o0,—4) a (4,), konkéavni: (-4,4); b)inflexni body: x=0, konvexni: (0,1), konkavni:

(-1,0) c)inflexni body: x:—\/g, x=0, x:\/g, konvexni: —\E,O a E,oo ,
2 2 2 2
konkavni: [—w,—\E]a(O,\E]; d) inflexni body: x=2-~/2, x=2+/2, konvexni:

(—oo,2—x/§)8.(2+\/§,00), konkavni: (2—\@,2+x/§); e) inflexni body: x=0, konvexni:
(=0,0), konkavni: (0,0); f)inflexni body: x=2, konvexni: (2,), konkavni: (—o,2).

4. inflexni body { —3- 2l \/_} {f 21+\/—} [11].5. a——g b:%

Kontrolni test
1. Naleznéte intervaly konvexnosti a konk&vnosti funkce y = x* —6x% +5.
a) konvexni: (—1,1), konk&vni: (—,-1) a (1,%),
b) konvexni: (-1,1) a (1,»), konkavni: (—ow,-1),
c) konvexni: (—o0,-1) a (1), konkavni: (-1,1).
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X+2

2. Naleznéte intervaly konvexnosti a konkavnosti funkce y = —
X

a) konvexni: (—o,—6) a (-6,0), konkavni: (0,),
b) konvexni: (-6,0), a (0,%), konkavni: (—o0,—6),
c) konvexni: (—0,—6), konkavni: (—6,0) a (0,0).
3. Naleznéte intervaly konvexnosti a konkavnosti funkce y = x + arctg x.
a) konvexni: (—0,0), konkavni: (0, ),
b) konvexni: (—,1), konkavni: (1,),

c) konvexni: (0,), konkavni: (—o0,0).

4. Naleznéte inflexni body funkce y = x* —2x% +1.

a) x=-1x=1

1 1
b) Xlz—\/g, X2 Z\/;,

c) X =0,x =1

5. Naleznéte inflexni body funkce y = xe”.

a) xX=-2, b) x=2, C) x=%.

6. Naleznéte inflexni body funkce y:(x—2)4.

a) x=2, b) x=-2, c¢) neexistuji.

Vysledky testu

1.¢); 2.b); 3.a); 4.b); 5.a); 6.c).

Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné ve 4 piipadech, pokracujte dalSi kapitolou.

V opacném piipadé je tieba prostudovat kapitolu 4.2. znovu.
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4.3. Asymptoty funkce

Vyklad

Definice 4.3.1.

JestliZe nastane alespon jeden z piipadtt lim f(x)=o0, lim f(x)=—o0, lim f(Xx)=oo,
X—>Xg X—>X X=Xy

lim f(x)=-o0, kde xge(D¢)’, pak fikame, ze pfimka X = Xg je asymptotou funkce
X—=>Xg

f(x) v bodé xg. Jestlize lim (f(x)—kx—q)=0, resp. lim (f(x)—kx—q)=0, pak

X—0 X—>—00
iikdme, Ze p¥imka y =kx+q je asymptotou funkce f(X) v nevlastnim bodé

0, resp. -oo.

Poznamka
1. Asymptoty o rovnici X = Xy nekdy nazyvame asymptoty bez smernice a hledame je v
krajnich bodech Xy intervali spojitosti Dy .

2. Asymptoty o rovnici y =kx+q nekdy nazyvame asymptoty se smérnici.

Vyklad

Véta 4.3.1. Jestlize

lim ) =keR aplati lim (f(x)—kx)=qeR, pak pifimkay=kx+q je asymptotou

Xx—owo X X—>00

funkce f(x) v nevlastnim bodé 0. (Véta plati i pro nevlastni bod —o).

4
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Dikaz: Z definice vyplyva, Zze lim (f(x)—kx—q)=0, odtud je lim (f(x)—kx)—q=0 a

X—0 X—>0
dale lim (f(x)—kx)=q. Plati 0= lim 9 \im ke _ lim w—k a odtud
X—>00 X—mo X X—om X X—o0o X

dostavame k = lim M (Stejné dokdZeme pro x — —o0.)
X—o X

Ul
~

\:ll
/TN

Resené dlohy

s/
Pan

x2+1

Priklad Urcete asymptoty funkce y =

, D¢ =R\{0}.

Reseni: 1. Asymptoty bez smérnice

Krajni bod intervalt spojitosti funkce y je bod Xy =0. VyieSime limity

x2 +1 x2+1

lim =—o0 a lim
x—0" X x—0T X

= 00,

Z vysledku vyplyva, ze piimka x =0 je asymptotou funkce. (Pro x -0 je
y — —o, pro x— 0" je y — ).
2. Asymptoty se smérnici

x2 +1

Vypocitame smérnici k = lim 5= lim (1+i2)=1e R.
X—>1oo X X—>to0 X

2 2 2
. X“+1 . X"+1-x N
Dostaneme q= lim -X|= lim ———= lim ==0eR.
X—>to0 X X—>to0 X X—>to0 X

Funkce y = x je asymptotou pro X — oo i pro X — —oo, viz obr. 58.
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y /
y=X
0 X
x=0
Obr. 58
- ) 1
Priklad Urcete asymptoty funkce y = > X+arctgx, xeR.
Reseni:
1. Asymptoty bez smérnice neexistuji. Funkce je spojitd na R.
2. Asymptoty se smérnici:
k= lim [, 2t0X) L1 g
X—>+o0\ 2 X 2
z pro X — oo
g= lim (£x+arctg x—ixj = lim arctgx= / 2
X—>£00 2 X—>F00 \ 7
5 pro X — —o,

Funkce mé asymptoty y:§+% pro X —>oo a yzg—% pro X — —oo, Vviz obr. 59.
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Obr. 59

Kontrolni otazky

1. Funkce f(x) ma asymptotu bez smérnice v bodé xy. Tato asymptota je:
a) rovnobézna s osou X,
b) rovnobéZna s osou v,
c) kolmak ose y.
2. Asymptota bez smérnice funkce f(x) v bodé X ma rovnici:
a) y=Yo. b) x=Xx5, ) y=Xx.
3. Je-li funkce f(x) spojita v R, pak asymptoty bez smérnice:
a) nema, b) ma, c) muzZe, ale nemusi mit.

4. Pokud ptimka y =kx+q je asymptotou funkce f(x) v nevlastnim bodé oo, pak

a) k= lim ——eR, q= lim (f(x)-k)eR,
x—oo f X) X—>00

b) k= lim ——eR, q= lim (kx— f (X)) € R,
x—oo T (X X—>0

0 k= tlim +X R gz lim (F(0—ke) € R,

Xx—owo X X—>00
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Asymptoty funkce

N
AR

5. Funkce f(x) je definovand v intervalu <a,b >, a,b € R. Existuji asymptoty se smérnici

této funkce?

a) ne, b) ano, c¢) mohou, ale nemusi.

Odpovédi na kontrolni otazky

1.b); 2.b); 3.a); 4.¢); 5.4).

Ulohy k samostatnému feseni
1. Najdéte rovnice asymptot grafu dané funkce:
Q) y=——r, b) y= ! , c) y=3&xx+——,
3 4
X" +2 1 X
d y="2, &) y=—m5—, N y=——.
Xc—4 2X°+x-1 (x+1)
2. Najdéte rovnice asymptot grafu dané funkce:
a) y:ﬂ, b) y:ZX—w, c) y=e;,
X X
2 I 1
d) y:xeX2 , e) y=x+m , f) y=xIn(e+-) .
X X
3. Najdéte rovnice asymptot grafu dané funkce:
2
a) y=x+e X, b) y=arccos™—, ) y= arctgl ,
1+Xx X
d) y=arctg Ll , e) y=-x+arctgx, f) y=arctgx—arccotgx .
X_

Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1. a) x=1, y=1; b) x=-1 x=1 y=0; c) x=2, y=3x; d) x=-2, x=2, y=X;

e) x=-1, x:%, y=0; f) x=-1.

d) x=0, y=x; e) x=0, y=x; f)x:—l,
e
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2. 3) y=0;

b) x=0, y=2x; c) y=1,

y:x+1. 3.8 y=x; b)y=x;c)y=0;
e
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V4 Vs Vd 3
d)yzz; e)yz—x—E pro x — —oo, y=—x+E pro X —+4w; f)y:—7 pro

T
X —> —o0, y=E pro X — +oo.

Kontrolni test

=

Najdéte rovnice asymptot bez smérnice ke grafu funkce y =

x> -4
a) y=2,y=-2, b) x=2,y=-2, ) X=2,X=-2.
2. Najdéte rovnice asymptot se smérnici ke grafu funkce y = xarctg x.

T T
a) y:Zx—l pro X — oo, y:—zx—l pro x — —oo,

b) y:%x—l pro X — oo, y:—%x—l pro X — —oo,

C) y=Xx-1pro x—oo, y=-Xx—-1 pro x — —oo.
3. Najdéte rovnici asymptoty se smérnici ke grafu funkce y = x—Inx v nevlastnim bod¢ <.

a) y=xX, b) neexistuje, ¢) y=x+1.

4. Najdete rovnice asymptot grafu funkce y = x +i1.
X -

a) y=Xxx=1 b) y=Ly=-x, ¢ y=-x,y=-1L

2,.—X

5. Najdéte rovnice asymptot grafu funkce y = x“e ",
a) y=0 pro x — —oo,
b) y=1pro x— o,

c) y=0 pro x— .

Vysledky testu

1.¢); 2.b); 3.b); 4.a); 5.¢).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné ve 3 pripadech, pokracujte dalSi kapitolou.

V opacném piipadé je tieba prostudovat kapitolu 4.3. znovu.
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4.3. Graf funkce

Vyklad

Chceme-li ur¢it graf funkce, maZzeme vyuZzit ptredchozich znalosti a urgit vlastnosti
funkce, které shrneme do nize uvedenych 10 bodu. Muze se stat, Ze funkce nékterou
z vlastnosti nebude mit nebo ji nedovedeme urcit. Postup feSeni podle zminénych boda

budeme nazyvat uréeni pribéhu funkce.

1. Ur¢ime defini¢ni obor funkce, jeji nulové body a intervaly, v nichZ je funkce kladna nebo

zaporna.

2. Zjistime, zda je funkce suda, licha nebo periodicka. (Pro funkce sudé a liché mazeme jeji

pribéh vysSettovat jen prox e<0,), pro funkce periodické v jednom pasu daném periodou).

3. Ur¢ime intervaly spojitosti a v krajnich bodech vySetiime jednostranné limity. (Vysledky

vyuZijeme v bod¢ 9 pii uréovani asymptot bez smérnice).

4. Vypocitame y', uré¢ime Dy, nulové body Yy’ a intervaly, v nichz je y' kladna nebo
zaporna.

5. Ur¢ime intervaly, v nichz je funkce rostouci nebo klesajici.

6. Stanovime lokalni extrémy funkce.

7. Vypocitame y”, ur¢ime Dy», nulové body y” a intervaly, v nichz je y" kladna nebo
zaporna.

8. Urcime intervaly konvexnosti a konkavnosti a najdeme inflexni body funkce.

9. Ur¢ime asymptoty funkce.

10. V extrémech a inflexnich bodech funkce ur¢ime funkéni hodnoty a te¢ny. Zakreslime do
grafu konec¢né limity v bodech nespojitosti, asymptoty a nulové body funkce. Nakreslime cely

graf funkce.
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Ay ¥
1N

ReSené ulohy

Priklad VySetrete prabeh funkce y = 50 x5 —%x3 a nacrtnéte jeji graf.

Redeni: 1. Dana funkce je polynom a tedy D, =R. PoI02|me L x5 1 =0 a odtud

;x3(110 X% — j 0. Nulové body jsou ¥ =0, Xy = \/7 \/7 Plati

y(-3)<0,y(-1) >0, y(1)<0 ay(3)>0, vizobr. 60.

Obr. 60

. 1 5 1 3 1 5 13 y
2.Plati f(-x)=—(-x)"—=(-x)" = X°—=x" |=—f(x) provsechna xe R, to
() =55 (0 5 =~ -5 =100 p :

znamena4, Ze dana funkce je licha. Jeji graf bude soumérny podle poc¢atku soustavy soufadnic.

Mohli bychom tedy vySetiovat pribéh funkce pouze pro x > 0.
Déle je f(x+p) :%(x+ p)5 —%(x+ p)3 ;«t%xs —%x3 = f(x) provSechna xeR a p=0.

Funkce neni periodicka.

3. Funkce nemé body nespojitosti.

4
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4, y’=1x4 —%xz, Dy’ = R. Polozime %x“ —%xz =0 a dostaneme %xz (%xz —1j=0.

4
Nulové body funkce Y’ jsou x =0, x4 =—/2, Xg =+/2. Plati

y'(-2) >0, y'(-1) <0, y'(0) <0 a y'(2) > 0. Znaménka zapiseme do obr. 60.

5. Funkce je rostouci pro x e (—o,—/2) a pro x e (v/2,). Funkce je klesajici pro

x € (—/2,0) apro xe(0,/2), viz obr. 60.

6. Funkce ma v bodé x, = —/2 ostré lokalni maximum a v bodé xg = /2 ostré lokalni
minimum.

3

7.y"= X3 — X, Dy» = R. Polozime x” —x =0 a dostaneme x(x2 —1) =0. Nulové body funkce

y" jsou x =0, xg =—1 a x; =1. Plati y"(-2)<0, y"(—%) >0, y"[%j <0ay"(2>0.
Znaménka zapiSeme do obr. 60.

8. Funkce je konvexni pro x € (-1,0) U (L, ) a je konkévni pro x € (—o,-1)U(0,1), viz
obr. 60. Body X =0, Xg =—1, X7 =1 jsou inflexni body dané funkce.

9. Asymptoty bez smérnice neexistuji, viz bod 3. Vypocteme
5 1 3 1 1

— X" —=X a2
k= lim 206 _ |jim (ixdr—lxzj:oo—oo: lim M=O®§E R. Neexistuji
X—>*oo i

X4

asymptoty se smérnici.

2 7 7 2
10. Plati: y(—v2)=—~2,y(-)=—,y(0)=0,y()=—— a 2)=——+/2. Bad
V(2)=2V2, (1) = v(0) =0,y = -~ & y(2)=--2. Body
0 soufadnicich (—\/E,%\/Ej,(o,m a (\/_—%\/5] jsou stacionarni body a tedy tec¢ny

v nich ke grafu funkce jsou rovnobé&zné s osou x kartézské soustavy soufadnic. Pro body

[—1, %j a (1, —%j plati y'(-)=y'()) = —% a tedy tecny ke grafu funkce prochazejici

témito body maji stejnou smérnici k = —%. Graf funkce je na obr. 57.
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Poznamka

V nasledujicich prikladech budeme v jednotlivych bodech urcovani pribehu funkce uvadet

pouze vysledky bez komentase.

ResSené Glohy

X
Priklad Urcete prabéh funkce y = 67.

Reseni:

X
1. Dy =R\{0}, 67: 0= e* =0, coZ neplati pro Z4dné x e Dy, y(-1)= —%< 0, y(1)=e>0,

viz obr.61.
2. f(—x)ze—;&/ ) = funkce neni ani suda ani licha.

—x \-f(x)

eX+p S L
f(x+p)= = f(x), coz plati Vx e Dy a p#0= funkce neni periodicka.

X+

3. Funkce je spojita pro x € (—0,0) U (0, ).

X X
Plati lim S——w lim S= = o,
x—0" X x—0~ X
X —
4, y’:e (X 1),ex(x—1):0:> % =1, Dy =Dy, y’(—1)=—g<0, y’(lj:—2ﬁ<0,
X2 € 2
2

y'(2) = % >0, viz obr. 61.

4
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. - +
y: 5
Y - 0 - 1 +
/2D \_J
yll .
- 0 +
Obr. 61

5.Pro xe(—»,0) a xe(0,1) je funkce klesajici, pro x € (1,) je rostouci.

6.V bod¢ x; =1 mé funkce ostre lokalni minimum.

,eX(x?-2x+2)

3

,Dyr =Dy =Dy, e (x* —2x+2) = 0= x* ~2x+2=0=
X

1.y

2++—4

= X,2= = nema realne kofeny, y"(-1) = _g <0,y"()=e>0.

8. Pro x € (—»,0) je funkce konkavni, pro x € (0,2) je konvexni, nema inflexni body, viz
obr. 61.

9. Existuje asymptota bez smérnice x =0, viz bod 3, pro

Xx—>0" jey—>—w aprox—0" je y > oo,

Asymptoty se smérnici:

X X

lim S = lim & =w0¢R
. ex /X—)oo 2X x> 2 1
k= lim —==
X—)iouox2 \ . eX
lim —2:0e R,
X—>—00 X
eX
g= lim | —-0x|=0€eR.
X——owo| X

Funkce méa asymptotu se smérnici y =0 pro x — —oo.
10. y() =e, y'(1) =0, tec¢na ve stacionarnim bodé (1,€) je rovnobé&zna s osou x. Graf je na

obr. 62.
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Graf funkce

Obr. 62

1
Priklad VySetrete prabéh funkce y =eX.

Reseni:

1. Dy = R\{0}, praseciky s osou x neexistuji, y >0 Vxe Dy,

2. Neni ani sud4, ani licha, ani periodicka.
1

w

x—0"
1

X2

4.y =-Lex, Dy =Dy, ¥xeDy 1y =0, y(-1)=—2<0, y(1)=—e<0.
e

1
. Funkce je spojita pro x € (—,0) U (0,0), lim eX =0, lim eX=

x—07"

5. Funkce je klesajici pro x € (—,0) apro x e(0,), viz obr. 63.
6. Lokalni extrémy neexistuji.
2 ! 1 ! 1 - 1 1 12 1
7.y =—eX +—4eX:—3eX(2+—j:—3eX X+
X X X X)X X
1 12 1
~ex X =0=>2X+1=0=>x =——,
X X

E.r i¥a 337
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V(-1 =-1<0, y"(—%) =128e"4 >0, y"(1) =3e >0, viz obr. 63.
e

_ + +
y: 0
\ \
y' - : -
A N \/
y": .
-1 + 0 +
2
Obr. 63

8. Funkce je pro x e (—oo,—%j konkavni a pro x e (—%,Oju (0,0) je konvexni, bod
1. . ]
X = -3 je inflexnim bodem funkce.

9. Z bodu 3 vyplyva, Ze piimka x=0 je asymptotou pro x — 07"
1

< | =

- . eX .
Asymptoty se smérnici: k= lim —=0eR, q= lim e
X—+o X X—>t00

=leR.

Funkce méa asymptotu y=1 pro x — o apro x — —o.
1 2o (1 2 .. , Y ..
10. y win ey N —4e “, tJ. v inflexnim bodé ma tecna ke grafu smérnici

k = —4e~2. Graf funkce je na obr. 64.
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%
FALN

y=1
_\: e_2
1 o .
2
Obr. 64

Ulohy k samostatnému feseni

V nésledujicich cvicenich vySetiete prabéh funkce a nacrtnéte graf funkce.

1.

10.
13.

16.

19.

22.

y = x> +3x

x2+1

y:

y=e

1

y:xzeX

y=xInx
ylenx2

2
2

y =arccos
1+x

X
y:§+arctgx

2.

11.
14.

17. y

20.

23.

y =16x(X —1)3

y=x+e %

y= x%e”

y—|n1+_x
1-x
_Inx

X

X

1
y =arctg—
X

X
y=o+ arccotg x

339

3.

12.
15.

18.

21.

24,

y:‘16—x2‘

y=xe

y= x2 In x

y =Sin X+ C0oS X

y =arctg X
x-1

y = arctg x —arccotg X

%
FALN
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Vysledky tloh k samostatnému reSeni
1. Dy =R; lichd funkce; rostouci: (—oo,c0); nema extrémy; konvexni: (0,c0), konkavni:
(-0,0), inflexni body: x=0; nema asymptoty. 2. Dy =R; neni ani sudd ani lichg;

1 . 1 27 1 1
rostouci: | —,o0 |, klesajici: | —oo,— |; in=——— pro Xx=—; konvexni: (—oo,=)a (1,0),
(4 ooj j [oo4j Jmin =20 P10 X=2 (0. D)a )

konkavni: (%,1), inflexni body: x=1, x=%; nema asymptoty. 3. Dy =R; suda funkce;
rostouci: (—4,0)a (4,»), klesajici: (—0,—4)a (0,4); Ymin =0 pro x=-4,
Ymin =0 Pro x=4 Ymax =16 pro x=0; konvexni: (—o,—4)a (4,0), konkavni: (-4,4),
inflexni  body nema; nema asymptoty. 4. Dy = R\{O}; licha funkce; rostouci:
(—o0,—1)a(L o), klesajici: (-1,0)a(0,1); Ymin=-2 Pro Xx=-1, Ymax =2 pro x=1;
konvexni: (0,o), konkavni: (-—o,0), inflexni body nema; asymptoty: x=0, y=x.
5. Dy:R\{—\/§,\/§}; licha funkce; rostouci: (—3,—\/§)a(—\/§,\/§)a(\/§,3), klesajici:
(—0,-3)a (3,); Ymin =% pro x=-3, Yimax :—% pro x=3; konvexni:
(—oo,— 3)a(0,\@), konkavni: (—ﬁ,o)a(\@,oo), inflexnibod x=0; asymptoty:

Xx=-v3, X=+/3, y=-x. 6. Dy:R\{O}; neni ani suda ani licha; rostouci: (1,2),

Klesajici: (—0,0)U(0,1) U(2,0); Ymin =0 Pro x=1, VYmax = %pro x=2; konvexni:

(O Z—i] [+¥,oo], konkavni:  (—oo, O)a(Z—KZ 2;/_] inflexni  body:

2.3 2.3

_2——, X:2+T; asymptoty: x=0, y=0. 7. Dy =R\{0}; neni suda ani licha
rostouci: (—w,0)a (0,); nema extrémy; konvexni: (—oo,O)a(O,%j, konkavni: (%ooj

inflexni bod: X=E; asymptoty: x=0, y=1.8. Dy =R neni ani suda ani licha; rostouci:

(0,0), Klesajici: (—0,0); Ymin =1 pro x=0; konvexni: (—oo,0), inflexni body nemé;

4
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asymptota: y=x pro x—>+0. 9. Dy =R; neni ani suda ani licha; rostouci: (—oo,l),

Klesajici: (1,%0); Ymax et pro x=1; konvexni: (2,o), konkavni: (—,2), inflexni bod:
x=2; asymptota: y=0 pro x—>+w. 10. Dy =R; neni ani suda ani licha; rostouci:

2
(%ooj Klesajici: (—oo,O)a(Oé); ymin=e— pro x:%; konvexni: (—o0,0)a (0,),

4
inflexni body nema; nema asymptoty. 11. D, =R neni ani suda ani licha; rostouci: (0,2),
klesajici:  (—,0)a(2,0);  Ymin =0 Pro x=0,  Yymax = 4e72 pro x=2; konvexni:

(—w,Z—\/E)a(2+\/§,OO), konkavni: (2-+2,2+/2), inflexni

body: x = 2-2, x=2++2; asymptota: y=0 pro x —>+w. 12. Dy =R; licha funkce;
rostouci: (—i i) klesajici: [—oo —ij a (i ooj' Ymi L pro X oL
. \/E y \/E y - ’ \/E \/E' ’ min \/E \/5 !

1 1. .. 3 3 A 3 3
ymax=E pro x:ﬁ, konvexni: | — E,O a E,cuo , konkavni: | —o, 5 al o, >

inflexni body: x = —\E, x=0, x= \/g ; asymptota: y=0. 13. Dy =(0,); neni suda ani

licha; rostouci: (looj Klesajici: (O,E); Ymin :—1 pro x:l, konvexni: (0,9), inflexni
e e e e

body nema; nema asymptoty. 14. Dy =(-11); licha funkce; rostouci: (-11); nema

extrémy; konvexni: (0,1), konké&vni: (=1,0), inflexni body: x=0; asymptoty: x=-1, x=1.

. - 1 : 1
15. D, =(0,); neni ani suda ani lich4; rostouci: | —,o |, Klesajici: (0,—=);
=0 () e 0

1 1 1 1 .
i =—— pro x=—: konvexni: |——,o |, konkavni: |0,—— |, inflexni bod:
e T [r ] ( r]

X =i; nemé asymptoty. 16. Dy = R\{0}; licha funkce; rostouci: (—oo,—lj a (l,ooj,

\/:3 e) le
1

. 1 2 1 2 1
klesajici: | —=,01]a| 0,= |; i =—— pro X=-—-—, =— pro x=-=; konvexni:
J ( o j ( e] Ymin o P o Ymax o p o

(0,0), konkavni: (—e0,0), inflexni body nema; nema asymptoty. 17. Dy =(0,%); neni ani

4
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suda ani licha; rostouci: (0,e), klesajici: (€,%0); Ymax :% pro x=e, konvexni: (\/e?,ooj,
konkavni: (O,\/e?j, inflexni bod: x=x/§ﬂ asymptota: y=0. 18. Dy =R; neni suda ani
. . 3 Vs _— Vs 5 )
licha;  rostouci: ——rm+2kzr,—+2kz |, Klesajici: —+2kz,—rm+2kz |, keZ;
4 4 4 4
3z V4 . (37 7
Ymin =—/2 pro x:—T, Ymax =2 pro x:z+2k7z; konvexni: T+2k”’zﬁ+2kﬁ :

konkavni: (—%+2kﬂ',%ﬂ'+2k7l’j,kez, inflexni  body: x:—%+k7z,kez; nema

asymptoty. 19. Dy=R; suda funkce; rostouci: (0,), klesajici:  (—o,0);
Ymin =0 pro x=0; konkévni: (—oo,), inflexni body nem4; asymptota: y=r.
20. Dy = R\ {0} ; licha funkce; Klesajici: (—o,0)a (0,%); nemé extrémy; konvexni: (0,),

konkavni:  (—,0), inflexni body neméa; asymptota: y=0; lim f(x)=£,
x—0* 2

lim f(x) :—%. 21. Dy =R\{1}; neni ani suda ani lich&; klesajici: (—,1)a (1,c0); nemé
x—0"

extrémy; konvexni: (%,1})(1,@), konkavni: (_OO’%)' inflexni bod: x:%; asymptota:

y:Z; lim f(x):z, lim f(x):—%. 22. Dy =R; licha funkce; rostouci: (—oo,);

x—1" X—1"

nema extrémy; konvexni: (—«,0), konkavni: (0,), inflexni bod: x=0; asymptoty:

yzg_%, y:§+%. 23. Dy =R ; neni ani suda ani licha; rostouci: (—oo,—l)a(l,oo),
Klesajici: (-1,1); ymin=%+% pro x=1, ymaxz%r—% pro x=-1; konvexni: (0,),

konkavni: (—0,0), inflexni bod: x=0; asymptoty: y=§, y:§+7z. 24. Dy =R; neni
ani suda ani liché; rostouci: (—wo,0); nema extrémy; konvexni: (—,0), konkéavni: (0,),

inflexni body: x =0; asymptoty: yz—%z, yzg.

4
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