VSB TECHNICKA FAKULTA
” ” UNIVERZITA | STAVEBNI
OSTRAVA

228-0247

Numerické metody ve stavitelstvi

Opora pro kombinované studium

Jif1 Brozovsky, Martin Krejsa

Ostrava 2025



Obsah

1 Informace o predmétu

2 Uvod
2.1 Opakovani: zakladni predpoklady v linearni mechanice . . . . . . ..
2.2 Zakladni veli¢iny v teorii pruznosti . . . . . . . ... ... ... ...
2.2.1 Vektor posunuti . . . . . .. ..o
2.2.2  Vektor deformaci . . . . ... ... ... L.
2.2.3 Vektornapéti . . . ... ...
2.3 Geometrické vztahy . . . .. ..o
2.4 Diferencidlni podminky rovnovahy . . . . . . . . ... ... ...
2.5 Vzajemnost smykovych napéti . . . . . ... ..o
2.6 Fyzikdlni rovnice . . . . . ...
2.7 Hooketv zdkon v 1D (tah/tlak): . . . .. .. ... ..o o000
2.8 Hooketuv zdkon v prostoru: . . . . . . . ... ... L
2.9 Shrnuti opakovani . . . . . . ... ..o
2.10 Ukol k procviceni: . . . ...
3 Matlab
3.1 Zadani proménnych . . . . . .. ..o
3.2 Vektory a matice . . . . .. . ... L
3.2.1 Pristup k maticim a vektoram . . . . . .. ... ... ... ..
3.2.2 Maticové operace . . . . . . . ...
3.3 Sprava proménnych . . . .. ..o
3.4  Vyuziti grafického vystupu . . . . . .. ..o
3.4.1 Graffunkce . . .. ... ..
3.5 Vytvoreni skriptd . . . . . . ... o
3.5.1 Prikazy cyklu . . .. .. ..o o
3.5.2  Logické rozhodovani . . . . . .. ... ..o
4 Zaklady algoritmizace
4.1 Vlastnosti algoritmu . . . . . ... ...
4.2 Elementarni algoritmy . . . . .. . .. .. ... ..
4.2.1 Zaména obsahu dvou proménnych . . . . . . .. .. ... ...

5 Vypocet hodnot funkci
5.1 Vypocet hodnoty polynomu . . . . .. .. ... ... ... ......
5.1.1 Tabelace fesené funkce . . . . . . . . .. ... L.



5.1.2  Vykresleni grafu fesené funkce . . . . . . . ... ... ... 35

5.1.3 Urceni extrému diskretizované funkce . . . . . . . . .. .. .. 36

6 Soustavy linearnich rovnic 38
6.1 Primé metody feseni soustav linedrnich rovnic . . . . . . . . ... .. 39
6.1.1 ReSeni trojuhelnikové soustavy linedrnich rovnic . . . . . . . . 39
6.1.2 Gaussova elimina¢ni metoda . . . . . . ... ... 41
6.1.3 Gauss-Jordanova metoda . . . . . ... ... 50
6.1.4 LUrvrozklad . . . ... ... 53
6.1.5 Choleského metoda (dekompozice) . . . . ... ... ... .. 55

6.2 Iterac¢ni metody feseni soustav linedrnich rovnic . . . . . . . .. ... 58
6.2.1 Jacobiho iterace . . . . . .. ... oo 59
6.2.2 Gauss-Seidelova iteracni metoda . . . . . . ... ... 64
6.2.3 Ridké a pdsové matice . . . . . oo 65
6.2.4 Metoda sdruzenych gradienta . . . . . ... .. ... ... .. 68

7 Energetické principy a variacni metody ve stavebni mechanice 72
7.1 Pretvarna prace vnéjsich sil . . . . . . ..o 72
7.2 Potencidlni energie vnéjsich sil . . . . . . ..o 73
7.3 Potencidlni energie vnittnich sil . . . . . .. ..o 000000 74
7.4 Potencidlni energie systému . . . . .. ..o o L 75
7.5 Variaénitdloha . . . . . .. ..o Lo 75
7.6 Varia¢ni ulohy v teorii pruznosti . . . . . . .. ..o 76
7.7 Ritzovametoda . . . . . . . . ... 76
771 Postup . . . . ..o 76
7.7.2 Bazové funkce . . . . ... 76

7.8 Priklad Pouziti Ritzovy metody . . . . . . . . . ... ... ... 7
8 Metoda koneénych prvku 79
8.1 Varianty MKP . . . . ... .o 79
8.2 Deformac¢ni varianta MKP . . . . . . ... ... ... ... .. .. .. 79
8.3 Volba nahradnich polynomta . . . . . . . ... ... ... ... .... 80
8.4 Sestaveni matice tuhosti kone¢ného prvku . . . .. ... 80
8.5 Analyza konstrukce . . . . . ... 81
8.6 Zatizeni konstrukce . . . .. ..o 81
8.7 Podepteni konstrukce — okrajové podminky . . . . . .. ... 81
8.8 Odvozeni konecného prvkuptihradoviny . . . . . . . .. ... ... .. 82
8.9 [jkoly k procviceni: . . .. ..o 84
9 Ilustrace programu 85
9.0.1 Zadani: typ ulohy, materidl . . . . . ... ... 85
9.0.2 Zadani: geometrie . . . .. ..o Lo 85
9.0.3 Zadani: podpory a zatizeni . . . . . . .. .. ... 85
9.0.4 Vypocet velikostipoli . . . . . . ... ... ... ... ... 86
9.0.5 Koédova cisla . . . . ... 86
9.0.6 Vypocet: nulovani K, U, F . . . . ... ... .. ... ... . 86
9.0.7 Vypocet: sestaveni K . . . . . . ... ... ... 87
9.0.8 Vypocet: sestaveni lokdlni Ke . . . . . ... .. .. ... ... 87



9.0.9 Vypocet: transformace Ke do globalnich souradnic . . . . . .
9.0.10 Vypocet: lokalizacedo K . . . . . .. ... ... ... ...
9.0.11 Vypocet: podpory . . . . . . . ... ...
9.0.12 Vypocet: zatizeni . . . . . . . .. ...
9.0.13 Vypocet: soustava rovnic . . . . . . ... ...
9.0.14 Vysledky: vypocet na jednotlivych prveich . . . . .. . .. ..
9.0.15 Vysledky: lokalni vektory deformaci . . . . . . . . . ... ...
9.0.16 Vysledky: transformace lokalnich vektorti deformaci . . . . . .
9.0.17 Vysledky: lokalni matice tuhosti . . . . . . . .. ... ... ..
9.0.18 Vysledky: koncové sily na prutech . . . . . ... ... ... ..
9.1 Doplnéni: matice tuhosti K . . . . . . ... ... ... ... ..
9.2 Ukoly k procviceni . . . . ...

10 Odvozeni konec¢ného prvku pro rovinny problém

10.1 Analyza konstrukce . . . . . . . ...
10.2 Vypocet vysledkt na koneénych prveich . . . . . ... ... ... ...
10.3 Diskuse: spojitost a vystiznost vysledka . . . .. .. ... ... ...

11 Nosné desky

11.1 Zakladni ptedpoklady . . . . . . . . . . . ...
11.2 Deformace a pomérné deformace na desce . . . . .. ... ... ...
11.3 Fyzikalni rovnice na desce . . . . . . . . .. ... ...
11.4 Vnitini sily nadesce . . . . . . . ... oo

12 Konec¢né prvky pro reseni 3D tloh

12.1 Geometrické vztahy ve 3D . . . . . . ..o
12.2 Fyzikalni vztahy ve 3D . . . . . . ..o
12.3 Odvozeni kone¢ného prvkupro 3D dlohy . . . . . . ... .. ... ..
12.4 Analyza konstrukce . . . . . .. ...
12.5 Vypocet vysledki (napéti a deformaci) na koneénych prveich . . . . .

13 Izoparametrické konec¢né prvky

13.1 Jednotkovy koneény prvek . . . . .. ..o
13.2 Jednotkovy a skutecny prvek . . . . . ..o o000
13.3 Tvarové funkce . . . . . . . . ..
13.4 Vyjadreni polohy bodt . . . . . . . ... .. ... oo
13.5 Ukézka pouziti . . . . . . . . ...
13.6 Vyjadreni nezndmych posunuti . . . . . . . . .. ...
13.7 Trojuzlovy prvek prihradoviny . . . . . . ... ... ... ..., ..
13.8 Izoparametrické prvky pro rovinny problém . . . . . .. ... .. ..
13.9 Uloha k procviceni . . ... L.

92
95
95
95
96

97
97
97
98
98
99
102

103
103
103
103
106
106
106



14 Konec¢né prvky na pruzném podlozi 114

14.1 Obvyklé modely podlozi . . . . . . .. ... ... ... ... ... .. 114
14.2 Pruzny poloprostor . . . . . . . . . . . ... 114
14.3 Kontaktni modely podlozi: Winkleriv model . . . . . . .. ... .. 115
14.4 Deska na Winklerové podkladu . . . . . .. ... ... ... ... .. 115
14.5 Uloha k procviceni: . . . ... ..o 116
15 Programy pro vypocty metodou konecnych prvka 117



Kapitola 1

Informace o predmeétu

Cile predmeétu vyjadrené dosazenymi dovednostmi
a kompetencemi

Student ziskd po absolvovani predmétu dovednosti a znalosti v néasledujicich oblas-
tech:

» dovednost aplikovat zakladni numerické postupy v problémech stavebni mecha-
niky,

« znalost zakladnéach principli a postupii v metodé kone¢nych prvkii a pochopeni
jejich vlivu na presnost a vystiznost feSeni dosazitelnych touto metodou.

Anotace

V ramci predmeétu ,,Numerické metody ve stavitelstvi” se studenti seznami se zakladnimi
postupy algoritmizace, které nasledné vyuziji pro pochopeni vybranych postupt nu-
merické matematiky v aplikaci na tlohy stavebni mechaniky. Zejména ptijde o praci

s polynomy, Teseni soustav linearnich rovnic, numerické integrace a o vyuziti téchto
postupti pri feseni statickych tiloh metodou koneénych prvki.

Povinna literatura

o Krejsa, M., Algoritmizace inzenyrskych vypocti, ucebni texty v obrazovkové
verzi i ve verzi pro tisk, VSB-TU, Ostrava, 2017.

. Brvoiovsky, J., Materna, M. Metoda kone¢nych prvka ve stavebni mechanice,
VSB-TU, Ostrava, 2012. On-line: https://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files /unit /metoda_kone

« Klaus-Jirgen Bathe, K.-J. Finite Element Procedures (2nd ed.). Klaus-Jirgen
Bathe. 2007.



Doporucena literatura

o Press, W. H., Teukolsky, S. A., Vetterling, W. T., Numerical Recipes 3rd Edi-
tion: The Art of Scientific Computing 3rd Edition, Cambridge University Press,
2007

Forma zpusobu ovéreni studijnich vysledkt a dalsi
pozadavky na studenta

Pribézné odevzdavani tkolt zadanych na cvic¢eni v terminech stanovenych vyucujicim,
obhajoba semestralniho projektu. Pisemny test, diskuse nad odbornymi tématy, ktera
byla probréana v ramci prednasek.

Osnova:

1. Uvod do prace s matematickym softwarem. Zadani proménnych, prace s vektory
a maticemi, vytvoreni skriptu.

2. Zéklady algoritmizace, vlastnosti algoritmu, elementarni algoritmy.
3. Vypocet hodnot funkci, tabelace a grafické znazornéni, urceni extrému funkce.

4. Reseni soustav linearnich rovnic pifimymi metodami, Gaussova a Gaussova-
-Jordanova elimina¢ni metoda.

5. Reseni soustav linearnich rovnic s vyuzitim itera¢nich metod, Jacobiova metoda,
Gauss-Seidlova metoda, metoda sdruzenych gradient.

6. Numericka integrace urcitého integrélu, obdélnikova, lichobéznikova a Gaussova
metoda.

7. Energetické metody ve stavebni mechanice, Ritzova metoda.

8. Zékladni principy metody kone¢nych prvki, odvozeni konecného prvku pro
feseni prihradovych konstrukei.

9. Regeni rovinného problému metodou koneénych prvki.
10. Regeni tenkych desek metodou koneénych prvki.
11. Redenf prostorovych tloh metodou kone¢nych prvki.
12. Izoparametrické konec¢né prvky, jejich vyhody a nevyhody.

13. Modelovani konstrukei na pruzném podlozi v metodé konecnych prvki.



Kapitola 2

Uvod

V této kapitole jsou uvedeny vztahy, které si studenti osvojili v predchozich predmétech.
Kapitola je uvedena zejména pro zavedeni jednotného oznacovani veli¢in v tecxtu a
jako pomitcka pro pripomenuti a dohledani zejména v predchozich semestrech méné
vyuzivanych vztaht a rovnic.

2.1 Opakovani: zakladni predpoklady v linearni me-
chanice

Nejrve si pripomeneme zédkladni predpoklady, které budou vyuzity i v metodé konecnych
prvki:

» latka studovaného télesa je spojita

« litka je homogenni (ve vSech mistech stejné vlastnosti)
« latka je isotropni (ve vsech smérech stejné vlastnosti)

« latka se chova linedrné pruzné (tzv. Hooketuv zikon)

o téleso je vystaveno jen malym deformacim

Pokud plati vyse uvedené, pak lze pri feSeni ulohy pouzit:
e princip superpozice,

e princip imérnosti.

Linearné pruzny material muze byt:

o isotropni: ve vsech smérech stejné vlastnosti,

e anisotropni: v riznych smérech rizné vlastnosti,

o ortotropni: rizné vlastnosti ve vzajemné kolmych smérech.



2.2 Zakladni veliciny v teorii pruznosti

V dalsim textu budeme pracovat v karzézské soustavé souradnic s osami z, ¥, 2.

2.2.1 Vektor posunuti

2.2.2 Vektor deformaci
Y\ y

€y

€z
Vyz
Vzx
\ Vzy )




2.2.3 Vektor napéti

( 3\

\Txy/

2.3 Geometrické vztahy

Vyjadruji vztahy mezi posunutimi a deformacemi.

du
—-d
Y.V dy Y c
SV rﬂD /g
A NS |
R N
s |
S S
. LS B
D :R s IW QV
ST o o e
u
dy v [«
S—udx
A B X
| |
dx
0 X, u

S vyuzitim obrazku miizeme napsat:

_AB'-AB (x+da:+u+g—:dx)—(:v+u)—da:_8u

co AB dz ox
Ostatni normalové deformace budou mit analogicky tvar:
ou ov ow
€2 =5 Ey=5 2= o,
ox Y oy 0z

10

(2.4)

(2.5)



a podobné je mozné ziskat smykové deformace:

_Ov

ow

Tyz = Vay = % a_y (26)
ow Ou
= oy, = %Y 2.
oz Tz ox * 0z (27)
ou  Ov

2.4 Diferencialni podminky rovnovahy

Diferencialni podminky rovnovahy v metodé koneénych prvka pri odvozovani zpra-
vidla nevyuzivame. Tyto podminky vSak musi byt splnény v kazdém télese, proto
mohou poslouzit pro kontrolu.

Oy

T

g qu
I
I
¥
<-Y---
N =~
g%
SRR LS EE
\‘ <t
N
>< —
N [N
1
><.—|I
N
Tl
N

Na obrazku znadi:

‘ 0oy . 0T,
0 =0, + %dx, Tay' = Toy + a—;dy, (2.9)
S vyuzitim obrazku mtizeme psat:
Z Fiy= (0, —0.) dy dz+ (Toy — 7,) do dz + (Tpz — 72') dz dy =0 (2.10)
a
Oo, 0T 0Ty
(0p—0p— 8—2dm) dy dz + (Tpy — Tay — %yydy) dx dz+ (Tpy — Tpr — édz) dr dy =0
(2.11)
A po uprave:
0o, 0Ty Oy _0 (2.12)

ox oy 0z

Finalné upravime do podoby:

11



0o,  OTyy Oy
_I._

ox dy 0z =0
0Ty  Ooy,  OTy. B
St o T tY = 0 (2.13)
0Ty 0Ty 0o,
Z p—
or "oy " on T 0

kde XY, Z jsou tzv. objemové sily (napf. vlastni tiha télesa nebo prvku).

2.5 Vzajemnost smykovych napéti

Uvedené vztahy obecné neplati:

Tyz = Tzy,
Tzx = Tzz
Tey = Tya-

Predpoklad o vzajemnosti smykovych napéti se odvozuje z priblizného
splnéni momentovych podminek rovnovahy na elementu télesa. Na smykové defor-
mace se pohlizi obdobné.

2.6 Fyzikalni rovnice

Vyjadruji vztahy mezi napétimi a deformacemi.

2.7 Hookeiv zdkon v 1D (tah/tlak):

X A
- F
—

Pro tlohu prostého tahu nebo tlaku mtzeme za predpokladu neménnosti prirezové
plochy A psat:

0-1’
Ep = —
E
Pripomenme si i dalsi souvisejici vztahy z predchozich predmétii:
AL 0L
= — = — 2.14
© L ox ( )
F
s =—=F¢, 2.15
o " € (2.15)



2.8 Hooketuv zakon v prostoru:

V prostoru musime uvazit vliv deformace v dalsi smérech. Mira tohoto vlivu muze
byt popsdna soucinitelem pri¢né kontrakce v:

1 2
Ex = E[Gx_y(o-y_l'az)]a ’sz:%
= Lo vl to)), = (2.16)
gy - E O-Z/ UV 0y 0z)|, Yzz = G .
1 T
€ = E[UZ_V(UOE""UZJ)]: me:%

2.9 Shrnuti opakovani

V teorii pruznosti potiebujeme nalézt 15 neznamych velic¢in:
3 slozky posunuti u

6 slozek deformaci e

6 slozek napéti o

A k dispozici mame 15 rovnic:
6 geometrickych rovnic

6 fyzikalnich rovnic
3 podminky rovnovahy

2.10 Ukol k procvicend:

o Upravte geometrické a fyzikalni rovnice tak, aby odpovidaly 2D tloze rovinné
napjatosti (o, = 7., = 7, = 0).

13



Kapitola 3

Matlab

Kapitola je zaméfena na:

e seznameni s uzivatelskym prostredim systému Matlab,
o definici a spravu proménnych,
o Uvodni ukézku tvorby algoritmu s vyuzitim logického rozhodovani.

MATLAB [9] (viz obr. 3.1) je programové prostiedi vyuzivajici skriptovaci progra-
movaci jazyk pro védeckotechnické numerické vypocty, modelovani a navrhy algo-
ritmti. Nastavbou systému MATLAB je Simulink — program pro simulaci a mode-
lovani dynamickych systémii, ktery vyuziva algoritmy Matlabu pro numerické feseni
predevsim nelinearnich diferencidlnich rovnic.

Nézev MATLAB vznikl zkracenim slov MATrix LABoratory (volné ptelozeno jako
,maticova laborator*), coz vychazi ze skuteCnosti, ze klicovou datovou strukturou
pri vypoctech v systému MATLAB jsou matice.

MATLAB je komerc¢ni software, takze vitanou alternativou pro tvorbu algoritmt
s vyuzitim kompatibilnich prikazi a skripta je software nazyvany Octave, ktery je
zdarma ke stazeni napt. z [5]. Program Octave vznikl jako open-source a existuje tedy
v mnoha mutacich pro platformy Unix (Linux), Mac OS nebo MS Windows.

Samotny systém MATLAB obsahuje fadu prikaz pro spravu proménnych, zakladni
operace algebry, vypocCty s vektory i maticemi, a prikazy vyssi matematiky. Vzhle-
dem k ponékud rozsahlym moznostem je k dispozici rozsahla napovéda, se kterou lze
pracovat s pomoci ptrikazi obsazenych v tab. 3.1.

Nazev proménné | Popis

help vyvolani obsahu napovédy

help ptikaz vyvolani napovédy, vztahujici se ke konkrétnimu prikazu
lookfor vyraz | vypis vSech polozek napovédy, které obsahuji hledany vyraz
info informace o firmé¢ MathWorks

Tabulka 3.1: Prehled prikazt souvisejicich s napovédou

MATLAB si uchovava presnou reprezentaci veskerych ¢iselnych hodnot, se kterymi
pracuje. Na uzivateli vSak zalezi, v jakém formatu jsou tyto hodnoty zobrazovany, k
cemuz vyuziva prikaz format s prislusnou specifikaci podle tab. 3.2.

14



4\ MATLAB 7.11.0 (R2010b)

File Edit Debug Parallel Deskiop Window Help

DS % @2 |l B | © | curentrolder| D

Shortcuts (2] How to Add (2] What's New

Current Folder

w0 2 x| Command History

Krejsa\D: LA book v |[] @

“Qoax

<« Example... PR M

Name
| .message z
) addslide.m I

) cdemom

|| count.c

) diffsuml.m

) diffsumzm L |
L] fact.c 1
| factf

A fitfunl.m

£ fitfunzm

£ getboxm

) getnm

#) hithere.m

#) invinterpl.m

#) invinterp2.m

F) javatestm

a=s AN SH| s aBY ™S D3 -

b=2 BB -0 |+ |1 x| B0

| Editor - Di\Users\Martin Krejsa\Dokumenty\MATLAB\kvadr_eq.m

Aesi[B-ER0BARE BA| .

s 02 x

fe O -|ax

c=ath " function kvadr_eq(a,b, c)
v=[3 5 71 diskrim=b~2-4*a*c
w=[1,5,142,a,b,a+b] if diskrim==0

A=[1 2 3; a b a+b] x1=-b/ (2*a)

g elseif diskrim>0

a b ath
Ata

A

else
x1=-b/ (2*a)

i
w
|

a 10 -
I=eye (3) xi2=-xil

o=zeros(2,3) end

e=cnes (1, 4) I+l |23

x1=(-b+sgrt (diskrim))/ (2*a)
x2=(-b-sgrt (diskrim))/ (2*a)

xil=sqrt (-diskrim) / (2¥a)

(=]

m

) mmi201.m

#) mm160L.m
£ mmi602.m
#) mm180L.m

) mm1903.m
) mmi1904.m
%) mm1905.m
£ mm1906.m
%) mm1907.m
£ mm1908.m
) mm1909.m
#£) mm1910.m
%) mm200L.m
) mm2002.m
#) mm2002.m
) mm2101.m
#) mm2102m
) mm2103.m
#) mm2104.m
£ mm2105.m
#) mm2106.m
) mm220L.m
) mm2202.m
) mm2203m
) mm2301.m
%) mm2302m
) mm2401.m -

Details

3

>

e

> o=zeros(2,3)

0 0 0
0 1] 0

> e=ones (1, 4)

A s>

S|4

Obrazek 3.1: Pracovni plocha programu MATLAB

Prikaz

Popis formatu

Zobrazeni cisla ™ v daném
formdtu

format short

format long

format shorte

format longe

format shorteng
format longeng
format rat

format hex

pevna desetinna carka, 5 zobra-
zenych cislic

pevna desetinnd c¢arka, 15 zob-
razenych ¢islic (typ proménné
double), resp. 7 (typ single)
pohybliva desetinnd ¢arka, 5 zob-
razenych cislic

pohybliva desetinna ¢arka, 15 zob-
razenych Cislic (typ proménné
double), resp. 7 (typ single)
inzenyrsky format, 5 zobrazenych
C¢islic a exponent

inzenyrsky format, 16 zobra-
zenych cislic a exponent
vyjadreni vysledku formou

zlomku (implicitni nastavent)
zobrazeni v Sestnactkové soustave

3.1416

3.141592653589793

3.1416e+000

3.141592653589793e-+000

3.1416e+000
3.14159265358979¢-+000
355/113

400921fb54442d18

Tabulka 3.2: Prehled moznych typt formata zobrazeni ¢iselnych hodnot
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3.1 Zadani proménnych

Zakladnim typem proménné v systému MATLAB je matice. Jednoducha proménna,
obsahujici jednu hodnotu, je interpretovana jako matice typu [1,1]. Proménné se
zadavaji prikazy, které se definuji v prikazovém radku programu. Konci-li piikaz
sttednikem, vysledek prikazu se nezobrazi. Pokud je soucasti zadani zakladni arit-
metickd operace, lze pro né vyuzit symboly z tab. 3.3. Desetinnou ¢arku lze zadat
pomoci tecky.

Definice proménné probiha automaticky pritazenim jeji hodnoty pomoci rovnitka,
napr.:

a=b

b=2

c=at+b

d=’Vysledek’
Operace Symbol | Priklad
Soucet + 4+11, a+b
Rozdil - 18-5, a-b
Soucin * 7.13%5, a*xb
Podil (%) / nebo \ | 1/8 = 8\1
Mocnina (2°) - 2°8

Tabulka 3.3: Ptehled symbolti zakladnich aritmetickych operaci

Pro pritazeni hodnoty proménnym lze vyuzit i predem nadefinovanych specidlnich
proménnych z tab. 3.4

Nazev proménné | Popis

ans proménnd, ktera obsahuje vysledek aritmetické operace
pi Ludolfovo cislo 7

inf oznaceni pro nekonecno oo

nargin pocet vstupnich parametri dané funkce

nargout pocet vystupnich parametri dané funkce

eps nejmensi pouzitelné ¢islo v daném formatu

realmin absolutné nejmensi pouzitelné kladné realné ¢islo
realmax absolutné nejvetsi pouzitelné kladné realné ¢islo

Tabulka 3.4: Piehled predem nadefinovanych proménnych

K dispozici je rovnéz mnozstvi elementarnich funkei s jednim vstupnim paramet-
rem. Prehled nejzédkladnéjsich je uveden v tab. 3.5.

3.2 Vektory a matice

K definici vektoru se pouzivaji hranaté zavorky. Mezery nebo ¢arky oddéluji prvky v
radku, napt.:
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Ndazev funkce Popis

abs (x) absolutni hodnota z x

cos(x),sin(x),tan(x) goniometrické funkce (parametr x v radidnech)
acos(x),asin(x),atan(x) | inverzni goniometrické funkce

exp(x) exponencidlni funkce (%)

log(x) prirozeny logaritmus x

log10(x) dekadicky logaritmus x

sqrt(x) druh& odmocnina z

Tabulka 3.5: Prehled zékladnich elementarnich funkei

u=[3 5 7]
v=[1,5,1+2,a,b,a+b]
w=[0,pi,2*pi]

K vytvoteni vektorii 1ze vyuzit i pokrocilejsich technik, popsanych v tab. 3.6

Prikaz Popis Vysledek
x=[1:5] vytvori radkovy vektor x, zacinajici | x=[1,2,3,4,5]
hodnotou 1, koné¢ici hodnotou 5,
pri¢ita se hodnota 1

x=[2:3:11] vytvori radkovy vektor x, zacinajici | x=[2,5,8,11]
hodnotou 2, koné¢ici hodnotou 11,
pricita se hodnota 3
x=linspace(1,25,5) | vytvori radkovy vektor x, za¢inajici | x=[1,7,13,19,25]
hodnotou 1, koncici hodnotou 25,

vektor obsahuje 5 prvki

Tabulka 3.6: Prikazy pro konstrukei vektort

Definice matice se provadi podobnym zptsobem, jak je tomu u vektort. f{édky
se ale oddéluji pomoci stfedniku nebo klavesou <Enter>, naprt:

A=[1 2 3; a b a+b]
B=[1 2 3
a b a+b]

MATLAB rozlisuje mala a velka pismena v nédzvech proménnych. Piikaz
A+a
vygeneruje pro predchozi zaddni matice A a proménné a:

ans =
6 7 8
10 7 12

tzn., ze ke kazdému prvku matice A se pricte obsah proménné a, tedy hodnota 5.
K primému generovani matic nebo vektoru s predepsanym rozmeérem lze vyuzit
nékteré ze standardnich funkei systému MATLAB, napt.:
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I=eye(3)
O=zeros(2,3)
e=ones(1,4)

V prvnim ptipadé je vygenerovana ctvercova matice s hodnotami 1 na diagonale a 0
mimo diagonalu. Nésleduje vytvoreni matice, resp. vektoru s hodnotou 0 resp. 1 ve
vsech jejich prvcich.

3.2.1 Pristup k maticim a vektortim

Po vytvoreni vektoru nebo matice se lze k jednotlivym prvkam odkazovat. V pripadé
predchozi matice A=[1 2 3; a b a+b] (konkrétni obsah je tedy [1 2 3; 5 2 7]) jsou na
ukazku mozné variace odkazi popsany v tab. 3.7.

Prikaz Popis Vysledek
AC2,1) prvek z 2. tadku a 1. sloupce matice A 5t
AC2,[1 3]) 1. a 3. prvek z 2. fadku matice A 5,7
A(1,1:3) prvky 1 az 3 na 1. fadku matice A 1,2,3
A(1,1:end) stejné jako predchozi 1,2,3
AC1,:) stejné jako predchozi 1,2,3
A(2,1:2:3) 1. a 3. prvek z 2. fadku matice A, a:b:c | 5,7

definuje aritmetickou posloupnost s prvnim
prvkem rovnym a, poslednim rovnym c, b je
diference mezi sousednimi prvky (pokud je
rovno 1, nemusi se uvadeét)

A(l:end,2:end) | 2. a 3. prvek z obou radku (submatice) 2,3;2,7

Tabulka 3.7: Ptikazy pro pristup k prvkim vektorii a matic

3.2.2 Maticové operace

S vektory i maticemi lze provadét maticové operace. Transponovani matic se provadi
s vyuzitim operdtoru ’ (apostrof), napf. piikaz A’ transponuje ptivodni matici A:

ans =
1 5
2 2
3 7

K provedeni operaci mezi jednotlivymi prvky matice nebo vektoru se musi umistit
znak . (tecka) pred operator. Naptiklad pro diive zadany vektor u=[3 5 7] je vysledkem
prikazu uxu’:

ans = 83
kdezto po zadani prikazu u.*u se zobrazi vektor:

ans =
25 49
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Podobné lze provadét i dalsi operace s vektory a maticemi prvek po prvku, jak je
pro obecné definované vektory a = aq, asa,; b = by, bob,, a skalar ¢ uvedeno v tab. 3.8.

Operace Prikaz Vysledek

skalarni soucet a+c a1+ c,as + ca, + ¢
skalarni soucin a*c=a.*c | a1 -C, a9 Cay - C
vektorovy soucet a+b ai + by, as + bsa, + b,
vektorovy soucin a.*b ay - bi,as - beay, - by,
vektorové déleni zleva a./b a1 /by, as/bsay, /by,
vektorové déleni zprava a.\b ainby, asnbya,nb,
skalarni mocnéni a.’c af, asay,

skalarni mocnéni c.”a ™, 2 cn

vektorové mocnéni a.’b abt b abe

Tabulka 3.8: Operace s vektory a maticemi prvek po prvku

K dispozici je také nékolik maticovych funkci. Vycet nejzédkladnéjsich obsahuje
tab. 3.9.

Ndzev funkce | Popis

det (A) determinant matice A

inv(A) vypocet inverzni matice k A
diag(A) vypis prvki na diagonale matice A

Tabulka 3.9: Ptehled zakladnich maticovych funkci

3.3 Sprava proménnych

Pro spravu zadanych proménnych, vektorti a matic je v prostredi systému MATLAB
zavedeno nékolik prikazii:

prikazy who nebo whos vypisi seznam vsech aktualné definovanych proménnych
(druhy z nich i s jejich velikostmi),

prikaz size(proménnd) vrati rozméry dané proménné,
piikaz clear (prom&nnéd) vymaze danou proménnou z paméti,

prikaz clear bez parametru vymaze vsechny zadané proménné z paméti.

3.4 Vyuziti grafického vystupu

Zékladnim néastrojem v grafickém rezimu je prikaz plot. Syntaxe tohoto prikazu je
plot(x,y,options), kde x a y jsou souradnice bodti, které se maji vykreslit. Para-
metr options definuje zptsob, jakym se bude graficky vystup provadét. Obsahuje
znaky pro definici barvy a stylu vykresleni bodti, pripadné jejich spojnice:
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« barva bodt a jejich spojnice: b (modrd), g (zelend), r (¢ervend), ¢ (modroze-

lend), m (fialovd), y (zlutd), k (Cernd), w (bild);

o styl spojnice bodi: - (body budou spojeny plnou ¢arou), : (body budou spo-
jeny teCkovanou ¢arou), -. (body budou spojeny ¢erchovanou carou), == (body
budou spojeny prerusovanou carou);

o styl vykresleni bodu: * (body budou vykresleny jako hvézdicky), .
(kiizky), + (znaky plus), o (kolecka), s (¢tverce), d (kosoCtverce).

Pro vykresleni spojnice péti bodi o souradnicich:

poslouzi prikaz

plot([10:15],[1,5,7,4,6,10], r-*")

Vysledny graficky vystup je zobrazen na obr .3.2.
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Obréazek 3.2: Ukazka grafického vystupu z programu MATLAB

(tecky), x

V souvislosti s grafickym prostiredim je uziteény i piikaz hold on, ktery umoznuje
graficky vystup vice prikazi do jednoho okna (do ptivodniho stavu pak vSe vréti

piikaz hold off).
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3.4.1 Graf funkce

Pri vytvareni grafu funkce je nutné nejprve diskretizovat osu x. V ziskanych bodech
je pak nutno uré¢it odpovidajici funkéni hodnoty f(x). Graf diskretizované funkce se
pak zobrazi jiz znamym piikazem plot.

Vykresleni grafu funkce sinus lze s vyuzitim prikazu plot provést néasledujici sek-
venci prikazu:

x=linspace(0,2%pi,30);
y=sin(x);
plot(x,y,’b-")

Graf lze doplnit o nadpis, pripadné popisem os, nasledujicim doplnénim:

title(’Graf funkce y=sin(x)’);
xlabel(’x’);
ylabel(’sin(x)’)

Vysledné zobrazeni grafu funkce sinus je na obr. 3.3.

Figures - Figure 1 [E=S F=n =)
File  Edi

ew Insert s Debug Deskiop Window Help

P E—— wax
DEEHS  MAXKVDEL- B|0B|aDO R nR =N ]

Graf funkce y=sin(x)
T T

Obrazek 3.3: Graf funkce sinus

3.5 Vytvoreni skripta

V programu MATLAB lze posloupnost prikazti zadavat jednoduse do prikazového
radku, systém interaktivné tyto povely postupné zpracovava. Pokud by se mél ale
vypocet provadét opakované, musi se veskeré prikazy zadavat znovu, coz je pracné a
nevyhodné.
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Resenim je ulozeni sledu matlabovskych ptikazi, tzv. skripta do textového sou-
boru s priponou *.m (tzv. m-soubor). S vyuzitim piikazu, ulozenych v m-souboru, se
vypocet spusti zadanim nazvu souboru (bez piipony), pricemz se prohledavé aktualni
adresar a adresare uvedené v seznamu systémové proménné path.

Timto zpisobem lze vytvorit v samostatném souboru i specialni vypocetni funkci
(tzv. ,m-funkci®), kterou lze vyvolat z piikazového fadku zaddnim nézvu funkee,
pripadné seznamem vstupnich parametri v zavorce, oddélenych carkami. Nazev
souboru by mél byt shodny s nazvem funkce v jeho zahlavi.

M-soubory mohou obsahovat i tzv. fidici prikazy, typické pro pokrocilejsi progra-
movaci platformy. Patfi k nim zejména prikazy cyklu a logického rozhodovani.

3.5.1 Prikazy cyklu
MATLAB umoznuje pouziti dvou typu programovych cykli:

o for cyklus, jehoz syntaxe je

for i=pocatecni hodnota:krok:koncova hodnota
posloupnost prikazl
end

» while cyklus se syntaxi:

while logickd podminka
posloupnost prikazi
end

Podrobnéjsi vyklad tvorby algoritmt s vyuzitim obou typta cykla je obsazen v
nasledujicich kapitolach.

3.5.2 Logické rozhodovani

Syntaxe posloupnosti ptikazi, které maji byt rozdéleny do t¥i blok podle vysledkt
logického rozhodovani, je nasledujici:

if logickad podminka 1
posloupnost prikazi 1
elseif logicka podminka 2
posloupnost prikazi 2
else
posloupnost prikazid 3
end

Pfi definovani logickych podminek, jejichZ vysledkem je bud , pravda® nebo , ne-
pravda“, je mozno vyuzit nasledujici logické operdtory: & (and), — (or), ~ (not).
Rela¢nimi operatory mohou byt: <, <=, >=, > a == (rovnost).

K procvic¢eni tvorby m-funkce poslouzi feseni kvadratické rovnice, kterou lze s
vyuzitim logickych operatort vytvorit nasledujicim zpusobem:
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function kvadr_eq(a,b,c)

diskrim=b~2-4*ax*c

if diskrim==0
x1=-b/(2*a)

elseif diskrim>0
x1=(-b+sqrt(diskrim))/(2*a)
x2=(-b-sqrt (diskrim))/(2xa)

else
x1=-b/ (2*a)
xil=sqrt(-diskrim)/(2xa)
xi2=-xil

end

Funkce, kterou lze v prikazovém radku programu MATLAB vyvolat se vstupnimi
parametry zadanim napt. kvadr_eq(5,10,1), pak vrati dva realné koreny kvadra-
tické rovnice:

diskrim =
80

x1 =
-0.105572809000084

X2 =
-1.894427190999916

Pti vyvolani vytvorené funkce s parametry kvadr_eq(10,5,1) lze naopak ziskat
vysledek:

diskrim =
-15

x1l =
-0.250000000000000

xil =
0.193649167310371

xi2 =
-0.193649167310371

Dosazené vysledky lze zkontrolovat specidlni funkci systému MATLAB s nazvem
roots(c), kde ¢ je vektor koeficienti® polynomu sefazenych sestupné podle mocnin
x. PTi obecném vyjadieni polynomu n-tého stupné

f@)=cp- 2" +coy- 2"+ de Tt (3.1)

obsahuje vektor ¢ prvky ¢,, c,_1c1, co.
Pro prvni vypocet prikladu 3.5.2 je pak sled prikazii nasledujici:
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c=[5,10,1]
roots(c)

s vysledkem

ans =
-1.894427190999916
-0.105572809000084

Pro popis prace s programovym systémem MATLAB, resp. Octave, existuje mnozstvi
publikaci. Nékteré z nich jsou prelozeny do ¢estiny a v elektronické podobé jsou volné
pristupné (napf. [6, 16]).
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Kapitola 4

Zaklady algoritmizace

Kapitola by méla slouzit:

o k vysvétleni pojmu algoritmus,

e k polozeni zakladt pro tvorbu jednoduchych algoritm.

Algoritmus je presny navod ¢i postup, kterym lze vytesit dany typ tlohy. Pojem
algoritmu se nejcastéji objevuje pii programovani, kdy se jim mysli teoreticky prin-
cip feSeni problému (oproti pfesnému zapisu v konkrétnim programovacim jazyce).
Obecné se ale algoritmus muze objevit v jakémkoli jiném védeckém odvétvi. Jako
jisty druh algoritmu se muze chapat i napr. kuchynsky recept. V uzsim smyslu se slo-
vem algoritmus rozumi pouze takové postupy, které splnuji pozadavky, oznacované
vlastnostmi algoritmu.

4.1 Vlastnosti algoritmu
Nésledujici vycet vlastnosti algoritmu je uveden napt. v [17]Wikil:

« Konecnost (finitnost)

Kazdy algoritmus musi skoncit v konecném poctu krokti. Tento pocet krokt
muze byt libovolné velky (podle rozsahu a hodnot vstupnich tdaji), ale pro
kazdy jednotlivy vstup musi byt konecny. Postupy, které tuto podminku ne-
spliuji, se mohou nazyvat vypocetni metody. Specialnim piikladem nekonecné
vypocetni metody je reaktivni proces, ktery priubézné reaguje s okolnim prostredim.
Nékteri autori vsak mezi algoritmy zahrnuji i takovéto postupy.

« Obecnost (hromadnost, masovost, univerzalnost)

Algoritmus nefesi jeden konkrétni problém (napf. ,,jak spoc¢itat 3-7¢), ale obec-
nou t¥idu obdobnych problémt (napf. ,jak spocitat souc¢in dvou celych ¢isel”),
takze ma Sirokou mnozinu moznych vstupt.

e Determinovanost
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Kazdy krok algoritmu musi byt jednoznacné a presné definovan; v kazdé situ-
aci musi byt naprosto zfejmé, co a jak se ma provést, jak ma provadéni algo-
ritmu pokracovat, takze pro stejné vstupy lze pokazdé ziskat stejné vysledky.
Protoze bézny jazyk obvykle neposkytuje naprostou ptresnost a jednoznac¢nost
vyjadrovani, byly pro zapis algoritmt navrzeny programovaci jazyky, ve kterych
ma kazdy prikaz jasné definovany vyznam. Vyjadreni vypocetni metody v pro-
gramovacim jazyce se nazyva program. Nékteré algoritmy ale determinované
nejsou, napr. pravdépodobnostni algoritmy s (pseudo)ndhodnym vybérem.

« Vystup (resultativnost)

Algoritmus méa alespon jeden vystup, veli¢inu, kterd je v pozadovaném vztahu
k zadanym vstuptim, a tim tvoif odpovéd na problém, ktery algoritmus Fesi
(algoritmus vede od zpracovani hodnot k vystupu).

¢« Elementarnost

Algoritmus se sklddd z koneéného poctu jednoduchych (elementérnich) kroki.

V praxi jsou proto predmétem zajmu hlavné takové algoritmy, které jsou v né¢jakém
smyslu kvalitni. Takové algoritmy spliuji rizna kritéria, mérena napt. poctem krokt
pottebnych pro béh algoritmu, jednoduchost, efektivitu ¢i eleganci. Problematikou
efektivity algoritmii, tzn. metodami, jak z nékolika znamych algoritmi resicich konkrétni
problém vybrat ten nejlepsi, se zabyvaji odvétvi informatiky nazyvané algoritmicka
analyjza a teorie sloZitosti.

4.2 Elementarni algoritmy

Nasledujici vyklad je zaméren na nékolik elementarnich algoritmi, které jsou zdkladem
mnoha vypocetnich technik a postupti.

4.2.1 Zaména obsahu dvou proménnych

Za nejjednodussi algoritmus lze povazovat postup popisujici zaménu obsahu dvou
proménnych. K této operaci je potieba tieti, pomocné proménné. Samotny algoritmus
lze pro proménné a a b i pro pomocnou promeénnou ¢ popsat nasledovneé:

c=a;
a=b;
b=c;

Byt se jednd o skutetné elementdrni algoritmus, Ize jej spoleéné s logickym roz-
hodovanim (kap. 3.5.2) vyuzit napf. pro vzestupné setiidéni vektoru d o 3 prvcich (¢
je opét pomocna proménna):

function setrid(d)
if length(d)==3
if d(1)>d(2)
c=d(1);
d(1)=d(2);
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d(2)=c;

end

if d(2)>d(3)
c=d(2);
d(2)=d(3);
d(3)=c;

end

if d(1)>d(2)
c=d(1);
d(1)=d(2);
d(2)=c;

end

d

end
end

Provedte vzestupné t¥{déni vektoru [8 24 2] s vyuzitim funkce pro t¥idéni vek-
toru o tfech prvcich, vytvorené v predchozim oddile.
Nejprve je potieba priradit vstupni hodnoty vektoru d:

d=[8 24 2]

Pak je mozno vyvolat funkci setrid:

setrid(d)
Vysledkem je:
d =
2 8 24

Tento zpusob tridéni je samozrejmé velmi neefiktivni a v zadném pripadé jej
nelze povazovat za univerzalni. Je vSak vhodny pro vysvétleni zdkladi algoritmizace.
Kvalitnim algoritmiim, které jsou zaméreny na tiidéni vektort, bude vénovana jedna
z nésledujicich kapitol.
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Kapitola 5

Vypocet hodnot funkci

Kapitola ma za cil demonstrovat:
o zéakladni pristupy k tvorbé algoritmi pro vypocet hodnot funkei,
o odlisnosti mezi algoritmy z hlediska jejich efektivity,
o vyuziti cykll for pii tvorbé algoritmii,

o provadéni tzv. , tabelace funkce®.

5.1 Vypocet hodnoty polynomu

Nésledujici ukazka jednoho z nejzédkladnéjsich algoritmii pro vypocet polynomu byla

prevzata z [15]Sa06 yuAnl.Spocivavnalezeninejlepsihozpusobuuréenihodnotypolynomu : f(z) =2 - a
pro konkrétné zadanou hodnotu x, napr. x = % Nejlepsim zptusobem vypoctu je

chapéan algoritmus s nejmensim poc¢tem matematickych operaci.

Metoda 1:
Prvni zptisob vede k pfimému urcéeni pozadované hodnoty:
1 1 1 11 1 11 1 1 1 5)
— 2 )=9.-.-._. Z43.-.2.2 —3.2.-45.--1=2" 5.9
fz=3) 2222727373737 2 1 (52)

Pti tomto vypoctu bylo provedeno 10 operaci ndsobeni a 4 pro soucet/rozdil.

Metoda 2:
Ponékud vyhodnéjsi feseni predstavuje postup, pti némz jsou postupné urcéeny moc-

niny vstupniho parametru x:
11 (1)
553 (5.3)

- % _ (%)3 (5.4)
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B'4-0)

Nyni lze provést finalni vypocet polynomu:

f(x:%)zz.(%)4+3.<%>3—3-(%)2+5-(%)_1:; (5.6)

Tento algoritmus je ponékud efektivngjsi nez v prvnim pifpadé, nebot bylo pro-
vedeno celkem 7 operaci ndsobeni a stejny pocet 4 operaci pro soucet/rozdil.

Metoda 3:

Posledni zptisob vypoctu, oznacovany jako Hornerova metoda, predpokladéa nasledujici
upravu feseného polynomu (5.1):

fl@)=—1+2-56-3-2+3-27+2-2%) =
=—-1+2-6+z-(-3+3-2+2 27

)) = (5.7)
=—1l+z-5b4+z-(-3+2-(3+2-2))).

Sled vypocetnich operaci vypada pro z = % néasledovné (vypocet probihd zevnitt
smérem ven):

1
S 2+3=1 (5.8)
La_g- (5.9)
- _ |
| 9
— (=1 5= — 5.10
5 (CD+5=3 (5.10)
1 9 5
.2 1== A1
2 2 4 (5 )

Celkem je pro urc¢eni pozadované hodnoty polynomu potfeba pouze ctyT operaci
nasobeni i sou¢tu/rozdilu. Jedn4 se tedy o nejvice efektivni algoritmus, ktery lze pro
obecné vyjadreny polynom (3.1) schématicky vyjadrit algoritmem 5.1.
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[h!] InputVstup OutputVystup n, ¢ = {c1, ¢2, ¢3¢n, i1}, © f(x) y < o
i< nn—121y <+ y-z+¢ f(r) < y Hornerova metoda
Algoritmus 5.1 Ize zapsat prostfednictvim m-souboru i v programu MATLAB:

function y=horner(d,c,x)
y=c(d+1);
for i=d:-1:1
y=y*x+c(i);
end

kde parametr d je stupen zadavaného polynomu, c je vektor s d+ 1 konstantnimi koe-
ficienty polynomu a x je hodnota, pro niz se polynom urcuje. Funkce se pro polynom
(5.1) a konkrétné zadanou hodnotu x = £ bude vyvolavat pifkazem:

horner(4,[-1 5 -3 3 2],1/2)
Vystup z programu MATLAB pak bude:

ans =
1.2500
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S vyuzitim predchoziho postupu urcete prihyb v poloviné rozpéti staticky neurc¢itého
nosniku, jehoz statické schéma je zobrazeno na obr. 5.1. Pro stanoveni rovnic poly-
nomu ohybové ¢ary a pootoceni vyuzijte metodu primé integrace diferencidlni rov-
nice 4. fadu El,w.(z)" = ¢.(x), kde E je modul pruznosti v tahu a tlaku [MPal, I,
pifslusny moment setrvacnosti [m?] a g, spojité silové zatiZeni, plisobici ve svislém
sméru [kN/m]. Konkrétni vstupni tdaje jsou uvedeny v tabulce 5.1.

/— q(x)=konst.

+x

\4

Obrazek 5.1: Statické schéma Teseného staticky neurcitého nosniku

Spojité silové zatizeni ¢, : 4 kN/m

Rozpéti nosniku [ : 6 m

Sitka obdélnikového prutezu b : 0,02 m

Vyska obdélnikového pritezu h : 0,15 m

Moment setrvaénosti J,, : +-0,02-0,15* =5,625-107% m*
Modul pruznosti v tahu a tlaku E : | 2,1 - 10! Pa

Tabulka 5.1: Vstupni udaje prikladu 5.1

V diferencialn{ rovnici 4. radu
"

ELw,(x) =q.(z) (5.12)

bude na pravé strané clen odpovidajici rovnomérnému spojitému zatizeni, tedy ¢(x) =
q = konst.
Vztah (5.12) pak lze postupné integrovat:

m

Elyw.(z) =q., (5.13)
Elyw.(z)" = -V.(z)=q. -2+ C) , (5.14)
2
Elw,(z)" = —M,(z) = q. % YO a+ Oy, (5.15)
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3 2

/ X X
ELw,(z) :qz-g—kC’y?—l—C’yx—i—C’g , (5.16)
I4 I'S IQ
Elywz(fﬂ):qz'ﬁ‘i_Cl'E‘FCQ'?"_Cg'x‘i‘Czl. (517)

Integracni konstanty C7Cy se uréi z okrajovych podminek:
[alph]a)

Pro 2 =0 je M,(z) = 0 a plati tedy:

02
z ¢ehoz vyplyva, ze Cy = 0,
Pro 2 = 0 je w,(z) = 0 a plati tedy:
(= 0) = — O e L0 0 a) =0 (5.19)
WL T = _E[y d: 24 1 6 2 3 4] — Y, :
z ¢ehoz plyne, ze Cy = 0,
Pro z = [ je w_(x) = 0 a plati tedy:
(z=1)= ! l3+c l2+o I+C5) =0 (5.20)
Pro z =1 je w,(z) = 0 a plati tedy:
(x=1)= ! l4+0 13+0 12+C’ [+0)=0 (5.21)
G =YL\ T G g T e |

Posledni dvé rovnice predstavuji soustavu dvou linearnich rovnic o dvou neznamych
integracnich konstantach Cy a Cs. ReSenim soustavy lze ziskat:

3
C, = _ngl , (5.22)
& 1
3
E— ) 2

Dosazenim vyslednych hodnot integra¢nich konstant C;Cy do vztaht 5.14 az 5.17
je mozno ziskat vysledné rovnice pro dvojici statickych veli¢in (posouvajici silu V, a
ohybovy moment M,) i pro obé deformacni veli¢iny - prithyb w, a pootoceni w, = Dy

3 3
‘/z(-x) = - (QZx - g q,zl) = g q,zl — 4T, (524)
z2 3 3 x?
M,(z) = — (qu — nglaz - O) =3 q.lx — ¢ (5.25)
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/ 1 2 3 2 1
z - = =7 z . T 35 4z 0 e zls =
w:(z) = py(x) Bl (q g gl 0Tt 2a )
5 (5.26)
! A S I
E—— T T T4 T -5 Yz )
e, \"6 16" 18 1
1 2t 3 z3 x?
()= — o= — S q.l 0-—+—qlz+0) =
wele) =g (e ~gelg FO g Hgele )
) A3 . (5.27)
= N — 2 g+ —q.lPz) .
OF1I, (q PR T x)

Pti vyuziti programu MATLAB i vytvorené m-funkce horner pro stanoveni pozadovaného
prihybu bude sled ptikazii nasledujici:

qz=4000;

1=6;

b=0.02;

h=0.15;

Iy=1/12%bxh"3;

E=2.1x10"11;

c=[0 1/(48*%ExIy)*qz*x1"3 0 -3/(48*ExIy)*qz*l qz/(24*ExIy)];
horner(4,c,1/2)*1000

Vysledny prihyb v milimetrech pak v poloviné rozpéti vychazi:

ans =
22.857142857142865
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Vyse vysvétlenym postupem urcete prithyb v poloviné rozpéti staticky neurcitého
nosniku, ktery je schématicky zobrazen na obr. 5.2.

Obréazek 5.2: Statické schéma feseného staticky neurcitého nosniku

Stanovte prihyb v poloviné rozpéti staticky urcitého nosniku, jehoz schéma je
zobrazeno na obr. 5.3. Pro stanoveni rovnice ohybové cary ve zkoumaném intervalu
< 05 % [ > vyuzijte Clebschovu metodu.

/— g(x)=konst.

\ 4

Obrazek 5.3: Statické schéma feseného staticky urcitého nosniku

5.1.1 Tabelace resené funkce

Vypis hodnot funkce s parametrem x lze nejlépe provést s vyuzitim cyklu for a
funkcemi pro vypis na obrazovku v predepsaném formatu disp a sprintf.
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Funkce disp(x) zobrazi obsah proménné z typu text.

Funkce sprintf pfevede data do textového fetézce v pozadovaném formétu po-
moci tzv. , konverznich specifikdtoria“, které zacinaji znakem %. BéZnou konverzi je
mozno provést specifikatorem %f pro prevod numerické hodnoty do tvaru s pevnou
desetinnou ¢arkou, specifikatorem %e pro vyjadieni ¢iselné hodnoty v exponencialnim
tvaru, prip. specifikatorem %g pro automatickou volbu. Mezi znak % a specifikator f,
e nebo g lze navic vlozit pocet znaki pozadované sitky formatu, pripadné tecku a
pocet pozadovanych znaki za desetinnou ¢arkou. Parametr \n zajisti pfechod na novy
radek.

Proved'te tabelizaci funkce ohybové ¢ary nosniku z pifkladu 5.1. Vysledné prithyby
urcete v prurezech s roztec¢i 10 cm.

Sled prikazti pro vypis vyslednych prihybt ve sledovanych bodech z by mohl
vypadat nésledovné:

format long
disp(’ x [mm] w(x) [mm]’)

disp(sprintf(’%8.1f %12.4f’,x*1000,horner(4,c,x)*1000))
end

Vypis pak bude mit nasledujici vzhled:

x [mm] w(x) [mm]
0.0 0.0000
100.0 1.5226
200.0 3.0377
300.0 4.5383
400.0 6.0176
5700.0 0.6297
5800.0 0.2881
5900.0 0.0741
6000.0 0.0000

Vypis z predchoziho prikladu dopliite i o hodnotu posouvajici sily V., ohybového
momentu M, a pootoceni ¢,

5.1.2 Vykresleni grafu resené funkce

Graf fesené funkce lze vykreslit s vyuzitim postupu, popsaném v kap. 3.4.1.

Vykreslete graf ohybové ¢ary nosniku z prikladu 5.1.
Sled prikaz1, s vyuzitim cyklu for, odvozeného vektoru c z piikladu 5.1 a m-funkce
horner muze byt nasledujici:

35



x=linspace(0,1,100);

for i=1:100, y(i)=horner(4,c,x(i))*1000; end
plot(x,y,’b-");

title(’Graf ohybové Cary w(x)’);
xlabel(’x’);

ylabel(Cw(x)’);

Vysledny graf ohybové ¢ary je pak zobrazen na obr. 5.4.

Figures - Figure 1 = Mo =5
File Edit View Inset Tools Debug Deskiop Window Help A x
DEgHS | | AQDIRL-|E|0E | aD BOBE 0

Graf chybové ¢ary w(x)
T

20 =

25 I | | ! |

Obréazek 5.4: Ohybova ¢ara staticky neurcitého nosniku z ptikladu 5.1

[11.]

Obdobneé sestrojte graf ohybové ¢ary staticky neurcitém nosniku, ktery je schématicky
zobrazen na obr. 5.2.

Vykreslete graf ohybové ¢ary staticky urc¢itého nosniku, jehoz schéma je zobrazeno
na obr. 5.3.

5.1.3 Urceni extrému diskretizované funkce

Zjednoduseny vypocet nejvétsi hodnoty funkce v pfedem definovaném intervalu lze
provést ve trech krocich nejprve diskretizaci osy x, stanovenim hodnot funkce pro
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vsechna x v pozadovaném rozsahu a algoritmem 5.1.3 pro stanoveni nejvétsiho ¢isla
ve vektoru.

[h!] InputVstup OutputVystup n, b = {by, b2, }T mazimum mazimum < by
i < 2,3n—1,n b; > mazximum mazximum < b; Algoritmus pro stanoveni nejvétsiho
¢isla ve vektoru

Pri programovani uvedeného algoritmu v systému MATLAB je mozno vytvorit
m-funkci maximum s nasledujici posloupnosti prikazu:

function m=maximum(b)
n=length(b)
m=b (1) ;
if n>1
for i=2:n
if b(i)>m
m=b (i) ;
end
end
end

Funkce length vraci rozmér vektoru, obsazeného ve vstupnim parametru.

Urcete hodnotu nejvétsiho prihybu nosniku z prikladu 5.1 s vyuzitim tabelizo-
vanych hodnot ohybové ¢ary z prikladu 5.1.1.

Nejprve je nutno vytvorit vektor b = by, bob,, s hodnotami prithybu v sledovanych
prufezech (b; = w,(z;)) o souradnicich x; s rozte¢i 10 cm (n tedy bude pfi rozpéti
[ =6 m rovno hodnot¢ 61):

i=0;
for x=0:.1:1
i=i+1;
b(i)=horner(4,c,x)*1000;
end

Nyni lze vyvolat funkci pro hledani nejvétsiho ¢isla ve vektoru b. Po zadani prikazu
maximum(b) bude vypis m-funkce a vysledek nejvétsiho prihybu v mm nésledujici:

n=
61

ans =
23.7654

Tento zpiisob vypoctu nejvétsi hodnoty funkee je pouze priblizny, nebot je zatizen
chybou danou diskretizaci osy z. Zplusob vypoctu, ktery povede k presnému reseni,
bude ukazadn v nasledujici kapitole.

[11.]

S vyuzitim m-funkce maximum urcete i nejvétsi prihyb na staticky neurcitém nosniku,
ktery je schématicky zobrazen na obr. 5.2.

Stanovte nejvétsi prihyb na staticky urcitém nosniku, jehoz schéma je zobrazeno na
obr. 5.3.
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Kapitola 6

Soustavy linearnich rovnic

Kapitola je zamérena na problematiku:
o algoritmiu feseni soustav linearnich rovnic pfimymi metodami,
« iteracnich metod reSeni soustav linearnich rovnic,
e trojnych cykli typu for,
e maticového poctu.

Velké mnozstvi iloh stavebni mechaniky vede k feseni soustavy linearnich rovnic.
Numerické metody pro jejich feseni jsou tedy velmi castym programatorskym tikolem.
Obecné muze byt soustava n linedrnich rovnic s n proménnymi zapsana jako:

ag-T1 + ai2-Ty + 0 A+ AT, = b
azy-T1 + G2 Ty + - 4+ Q- T, = b

. . . o (6.1)
Qp,1 * T + Qp,2 * T2 + o+ Qpp - Tp = bn

kde proménné x,x,, obecné z; pro ¢ = 1ln, jsou neznamé, a,; pro i,j7 = 1ln jsou
koeficienty soustavy rovnic a €isla b; pro ¢ = 1n, jsou absolutni ¢leny soustavy (nebo
také tzv. prava strana soustavy).

K teseni kotfenti soustav linedrnich rovnic se vyuziva maticového poctu. Koefici-
enty soustavy lze zapsat ve tvaru matice:

11 Q12 -+ Qinp
Q21 Q22 - A2n

Al=1. 7 .T (6.2)
Qp1 Ap2 - Anpn

kterd byva oznacovana jako matice soustavy.
Neznéamé a pravou stranu soustavy je mozno vyjadrit jako vektory:

{z} = {xl Ty - xn}T , (6.3)

oy ={b b - 0,}" . (6.4)
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Celou soustavu linedrnich rovnic pak lze vyjadrit maticove:

a1 Air2 -0 Aig I by
e b
Clz',l G?,Q a2n . T2 _ 2 7 (6.5)
Qp1 Ap2 - Qnpnp Tn bn
nebo zkracené v maticovém tvaru:
A-x=b, (6.6)

kde A znac¢i matici soustavy (levych stran rovnic), x sloupcovy vektor neznamych
korent soustavy a b sloupcovy vektor pravych stran rovnic.

Jednou z podminek jednoznacéného reseni soustavy linearnich rovnic je skutecnost,
ze matice A musi byt regularni.

Regularni matice je ¢tvercova matice, jejiz determinant je rtizny od nuly. Opa-
kem regularni matice je tzv. singularni matice s nulovym determinantem. Dilezitou
vlastnosti regularni matice je moznost vypocitat jednoznac¢né inverzni matici. Toho
lze vyuzit napr pri feSeni soustavy linearnich rovnic.

6.1 Primé metody reseni soustav linearnich rovnic

Metody pro feseni soustav linedrnich rovnic, které vedou k presnému feseni (pokud se
neberou v tivahu chyby numerického feseni) pii konecném poctu vypocetnich kroki,
se oznacuji jako metody primé. Jejich zdkladnim rysem je eliminace neznamych. Pro
plné matice byvaji tyto metody nejefektivnéjsi, pri velkém poctu rovnic vSak miuze
byt vypocet omezen paméti pocitace.

6.1.1 Reseni trojuhelnikové soustavy linearnich rovnic

Obecnou horni trojihelnikovou soustavu linearnich rovnic lze zapsat ve tvaru:

a1 T + T2 A+ o+ AT, = by
29Ty + -+ 4 Ggn-Tp, = by
: , (6.7)
Apnp - Tp = bn
nebo maticové
aj1 Airz - Qip T by
Q292 -+ Q2n T2 by
. =< . , (6.8)
Ann Ty br,

f{eéeni, oznacované jako zpétna substituce (zpétny chod), je mozno popsat algo-
ritmem 6.1.1.
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[h!] InputVstup OutputVystup n, A = [a;;] = [a11ann], b = {b1,bb,}T x =

bi — Z Qi Tj
Jj=i+1
Qg5
Vypocet horni trojihelnikové soustavy linedrnich rovnic lze v programu MATLAB
naprogramovat napiiklad takto:

{z1, w0} i nym— 12,1 2; + Algoritmus zpétné substituce

n=input(’Zadejte pocet neznamych v soustave rovnic:\n n=’);
A=zeros(n,n);
fprintf (’\n Zadejte prvky matice soustavy A:’);
for i=1:n
for j=i:m
fprintf (’\n A[%d,%d]l=",1,3)
A(i,j)=input (’’);
end
end
if det(A)==0
error(’Soustava rovnic je singuldrni! Det(A) je roven 0!’)
end
fprintf (’\n Zadejte prvky vektoru pravych stran b:’);
for i=1:n
fprintf (’\n b[%dl=’,1i)
b(i)=input(’’);

end
if n==1
x(1)=b(1)/A(1,1);
else
for i=n:-1:1
s=0;
if i<n
for j=i+l:n
s=s+A(i,3)*x(j);
end
end
x(1)=(b(i)-s)/A(i,1);
end
end

fprintf (°\n’)
disp(’Kofeny soustavy’)

fprintf (°x[%d]=%16.8f\n’,i,x(i))
end

V ukézce je pro zadani vstupnich udaji pouzito prikazu input, ktery umoznuje
vypis popisu zadavané veli¢iny na obrazovku a pritazeni hodnoty do proménné zadanim
primo z klavesnice.
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Urcete koreny trojuhelnikové soustavy linearnich rovnic radu 4:

xr1 + 2'.172 + 3'1’3 + 4'334 = 2
229 + 623 + 12-24 = 8
605 + 24z, = 18 (6.9)

Vysledny vektor neznamych korentt ma tvar x = {—1 1 -1 1}T.

Kontrolu spravnosti feseni lze provést napt. opétovnym dosazenim korent do
jednotlivych rovnic soustavy nebo lépe odectenim levé strany soustavy od pravé,
¢imz je mozno ziskat tzv. rezidudlni vektor Teseni r, napt. nasledujicim zptisobem:

fprintf (’\n’)
disp(’Rezidualni vektor’)

for j=i:n
r(i)=r(i)+A(1, j)*x(j);
end
r(i)=r(i)-b(i);
fprintf (Cr[%d]=%16.8f\n’,i,r(i))
end

Jednotlivé prvky by se mély blizit k nule. Pro trojuhelnikovou soustavu vychazi
rezidualni vektor:

r[1] = 0.00000000
r[2] = 0.00000000
r[3] = 0.00000000
r[4] = 0.00000000

Kontrolu presnosti reseni lze provést rovnéz pomoci euklidovské normy rezidudlniho
vektoru r, danou vyrazem /Y . |r;|?, kterou lze v programu MATLAB vyvolat napr.
prikazem norm(A*x-b).

Pii realizaci algoritmu vzniknou potiZe, pokud ¢isla na diagonale, tj. a;;, budou
mald. Matice soustavy A pak muze byt témér singularni (det A =~ 0). Resenim je
preusporadani soustavy linearnich rovnic tak, aby na diagonale byly nejvétsi prvky
matice soustavy A .

[11.]

Navrhnéte algoritmus pro teSeni obecné trojuhelnikové soustavy lineadrnich rovnic,
kterd mé dolni matici soustavy A (nuly nad diagonélou).

6.1.2 Gaussova eliminacni metoda

Gaussova eliminace je jednou z nejstarsich numerickych metod, pti které se matice
soustavy A prevadi na horni trojihelnikovou matici. Radkovymi dpravami s vyuzitim
tzv. multiplikdtord se tato matice upravi do tvaru, kdy se pod hlavni diagonélou
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nachézi pouze nuly. Upravend matice pak odpovida soustavé rovnic, kterd je ekvi-
valentni s ptivodni soustavou, a lze ji fesit podobné jako trojuhelnikovou soustavu
linedrnich rovnic s pomoci tzv. zpétné substituce (zpétného chodu). Cely vypocetni
postup lze schématicky popsat algoritmem 6.1.2.

[h!] InputVstup OutputVystup n, A = [a;;] = [a11ann], b = {b1,020,}T x =
{ry, 0w, Y b+ 1,2n—2n—1i<k+1,k+2n—1,nm «+ _CCLL;JZ
j&kkE+In—1,na;; < a;j+m-ag; 7

n
bi— Y iy
j=i+1
Qi
Samotny vypis m-funkce v programu MATLAB muze nabyvat tvaru:

1< n,n—12,1z; +

Algoritmus Gaussovy eliminace

function x=gauss(A,b)
if det(A)==0
error(’Soustava rovnic je singuldrni! Det(A) je roven 0!’)
return
end
n=length(A);
if n==1
x(1)=b(1)/A(1,1);
return
end
for k=1:n-1
if A(k,k)==0
error (’Na diagondle je nula!’)
return
end
for i=k+1l:n
m=-A(i,k)/A(k,k);

for j=k:n
A(i,j)=A(1,j)+m*A(k,j);
end;
b(i)=b(i)+m*b(k);
end
end
for i=n:-1:1
s=0;
if i<n
for j=i+l:n
s=s+A(i,j)*x(j);
end
end
x(1)=(b(i)-s)/A(i,1);
end
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S vyuzitim vytvorené m-funkce vyteste koreny soustavy 4 linearnich rovnic:

2-331 — T2 + 3'333 - Ty = 7

r - T9 + 4-x3 — 2.4 = O
3- ry + 2- To -+ XT3 -+ 4. Ty = 31 (610)
4'1’1 — 3'%2 -+ 3'1‘3 — 3'1’4 = -5

Resenim je vektor nezndmych kofentt {z} = {1 2 4 5}T. V tomto prikladé 1ze
demonstrovat chod algoritmu Gaussovy eliminace:

Pivodni matice A Pivodni vektor b
2.000 -1.000 3.000 -1.000 7.000
1.000 -1.000 4.000 -2.000 5.000
3.000 2.000 1.000 4.000 31.000
4.000 -3.000 3.000 -3.000 -5.000

Upravena matice A Upraveny vektor b

2.000 -1.000 3.000 -1.000 7.000
0.000 -0.500 2.500 -1.500 1.500
0.000 0.000 14.000 -5.000 31.000
0.000 0.000 0.000 -0.857 -4.286

Kofeny soustavy

x[ 1] = 1.000
x[ 2] = 2.000
x[ 3] = 4.000
x[ 4] = 5.000

Rezidualni vektor

r[ 1] = 0.000e+000
r[ 2] = 0.000e+000
r[ 3] = -7.105e-015
r[ 4] = -1.776e-015

Urcete kotfeny soustavy 3 linearnich rovnic s matici soustavy

210
[A]=|1 1 2 (6.11)
1 11
a vektorem pravych stran:
y={1 4 11" (6.12)

Vektor nezndmych kofent je roven {z} = {3 —5 3}T.
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Vyfteste soustavu 4 linedrnich rovnic, danou matici soustavy

4 -1 -1 0
-1 4 0 -1
Al=1_1 ¢ 4 _1 (6.13)
0 -1 -1 4
a vektorem pravych stran:
py={1 2 0 1}". (6.14)

Vysledny vektor nezndmych kofenti je {x} = {0.5 0.75 0.25 0.5}T.

Stanovte strojovy ¢as a presnost Teseni (normu rezidudlniho vektoru) nahodné
vygenerované soustavy 600 linearnich rovnic.
Priklad lze vytesit napt. s vyuzitim nasledujiciho sledu prikazii:

clc;

clear;

n=600;

m=1200;

A=randn(n,m) ;

A=AxA’;

b=randn(n,1);

tic, x=gauss(A,b); toc
norm(A*x’-b)

Vyteste reakce a vnitini sily u prihradové konstrukce z obr. 6.1 pomoci obecné
sty¢nikové metody. Vstupni parametry jsou b = 3 m, h = 1,5 m, I}, = 5 kN a
F5 = 12 kN. Soustavu linedrnich rovnic pak vyreste Gaussovou eliminaci.

Pokud se prihradova konstrukce z obr. 6.1 interpretuje jako soustava hmotnych
bodi, z kinematického hlediska obsahuje 2-s stupnt volnosti, kde s je po¢et hmotnych
bodu, tedy stycniku. Jelikoz je konstrukce tvorena 5 sty¢niky (s = 5), vychdzi pak
n, = 2-s = 10 stupni volnosti, které jsou odebrany 3 vnéjsimi vazbami (v, = 3) a 7
vnitinimi (v; = 7) (pocet prutir). Vzhledem ke skutecnosti, ze n, = v, + v;, jedné se
o konstrukei staticky i kinematicky urcitou.

Pokud se v kazdém ze styénikt stanovi 2 podminky rovnovahy, lze ziskat celkem
10 podminek rovnovahy, tvoricich soustavu linearnich rovnic, ze kterych lze stanovit
10 nezndmych - 3 reakce (R, R aRyp,) a 7 vnitinich sil (N, N1 N7).

Jednotlivé podminky rovnovahy nabyvaji tvaru:

o Stycnik a:

1. R, =0: =Ry + Ny + Ny-cos(a) =0
2. R, =0:—R,, + N3+ Ny-sin(a) =0
e Stycnik b:
3. R, =0: 4Ry + Ng-cos(a) =0
4. R,=0:—N3— Ng-sin(a) =0
o Stycnik c:
5. RIZO—Nl—i—NQ:O
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Obrazek 6.1: Statické schéma fesené prihradové konstrukce

6. RZ:0+F1+N5:0
e Stycnik d:

7. R, =0: =Ny cos(a) — No - cos(a) + Ny - cos(a) =0
8. R.=0:—Ny-sin(a) — N5+ Ng - sin(a) — N7 - sin(a) = 0

e Stycnik e:

9. R, =0:—Ny— N;-cos(a) =0
10. R, =0:+4F, + N;-sin(a) =0

Celou soustavu linearnich rovnic fadu 10 lze ptehledné zapsat maticoveé:

A-x=h, (6.15)
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kde A znaci matici levych stran rovnic, obsahujici idaje geometrie konstrukce:

-1 0 0 41 0 0 +cos(a) 0 0 0
0 -1 0 0 0 +1 +sinfa) 0 0 0
0O 0 41 0 0 O 0 0 +cos(a) 0
0 0 0 0 0 -1 0 0 —sinfa) 0
0o 0 0 -1 41 0 0 0 0 0
o o0 0 o0 0 ©0 0 1 0 0 ’ (6.16)
0 0 0 0 0 0 =—cos(a) 0 —cos(a) +cos(a)
0 0 0 0 0 0 -—sin(a) —1 +sin(e) —sin(a)
0o 0 0 0 -1 0 0 0 0 — cos(a)
0 0 0 0 0 0 0 0 0 +sin(a)]

x predstavuje sloupcovy vektor neznamych kotent, obsahujici 10 nezndmych reakeci
a vnitinich sil:

{Ru Ra. Ry. Ny Ny Ny Ny N5 Ng Ny}’ (6.17)

a b vyjadtuje sloupcovy vektor pravych stran rovnic, obsahujici uzlové zatizeni prihradové
konstrukce:

{00000 -F 000 -R} . (6.18)

Goniometrické funkce cos(a) a sin(a), obsazené v matici A, lze vyjadrit primo z
rozmeéru konstrukee: ;
i

cos(a) = -, sin(a) = - (6.19)

kde [ je délka prutt ¢.4, 6 a 7:
l=l=1lg=1;=Vb+ h?. (6.20)

Vzhledem k podmince feseni Gaussovy metody, Ze prvky na diagondle matice A
se nesmi rovnat 0, matici A i vektor pravych stran b je nutno upravit vhodnym
preusporadanim potadi styénikovych rovnic, a to:

o na 4.radku bude ptivodné 5. sty¢nikova rovnice,
e mna 5.7adku bude ptivodné 9. stycnikova rovnice,
e na 6.radku bude ptivodné 4. sty¢nikova rovnice,
e mna 8.7adku bude ptivodné 6. stycnikova rovnice,
e na 9.7radku bude ptuvodné 8. stycnikova rovnice,

takze pozménénd matice levych stran A bude mit vysledny tvar:

-1 0 0 41 0 0 +Hcos(e) 0 0 0
0 -1 0 0 0 +1 +sin(a) 0 0 0
0O 0 41 0 0 © 0 0 +cos(a) 0
0o 0 0 -1 41 0 0 0 0 0
0O 0 0 0 -1 0 0 0 0 —cos(a)
o o 0 0 0 -1 0 0 —sin(a) 0 ’ (6-21)
0 0 0 0 0 0 —cos(a) 0 —cos(a) +cos(a)
0o 0 0 o0 0 O 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 -—sinf) —1 +sin(a) —sin(a)
0 0 0 0 0 0 0 0 0 +sin(a)
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a sloupcovy vektor pravych stran rovnic b:
{0000000 —F 0 —F} . (6.22)

Sloupcovy vektor neznamych kofenti x ztistane nezménén.
Takto sestavenou soustavu linedrnich rovnic lze vyfesit pro konkrétné zadané
vstupni veli¢iny s pomoci Gaussovy elimina¢ni metody:

Kofeny soustavy

x[ 1] = 29.000 kN
x[ 2] = 17.000 kN
x[ 3] = 29.000 kN
x[ 4] = 24.000 kN
x[ 5] = 24.000 kN
x[ 6] = 14.500 kN
x[ 7] = 5.590 kN
x[ 8] = -5.000 kN
x[ 9] = -32.423 kN
x[10] = -26.833 kN

Norma rezidualniho vektoru:

Vyteste reakce a vnitini sily u prihradové konstrukce z obr. 6.2 pomoci obecné
stycnikové metody. Vstupni parametry jsou b =4 m, h =4 m, F} = 8 kN a F;, =
14 kN. Soustavu linearnich rovnic pak vyreste Gaussovou elimina¢ni metodou.

Pokud se prihradova konstrukce z obr. 6.2 interpretuje podobné jako v prikladé 6.1.2,
tedy jako soustava hmotnych bodii, z kinematického hlediska obsahuje 2 - s stupnt
volnosti, kde s je po¢et hmotnych bodi, tedy stycnikii. Jelikoz je konstrukce tvorena
7 sty¢niky (s = 7), vychazi pak n, = 2 - s = 14 stupna volnosti, které jsou odebrany
3 vnéjsimi vazbami (v, = 3) a 11 vnitinimi (v; = 11) (pocet prutir). Vzhledem ke
skutecnosti, ze n, = v, + v;, jedné se o konstrukci staticky i kinematicky urc¢itou a
Ize ji Tesit pouze s vyuzitim podminek rovnovahy.

Pokud se v kazdém ze stycnikti stanovi 2 podminky rovnovahy, lze ziskat celkem
14 podminek rovnovahy, tvoricich soustavu linearnich rovnic, ze kterych lze stanovit
14 neznamych - 3 reakce (Ryy, Ro.aR,,) a 11 vnitinich sil (Ny, N1 Nyp).

Jednotlivé podminky rovnovahy nabyvaji tvaru:

e Stycnik a:

1. R, =0: =Ry, + Ny -cos(a) + Ny =0
2. R,=0:—R,, — N; -sin(a) =0

3. Ry =0:4+F — Ny -cos(a) + N3 - cos(a) + Ny = 0
4. R, =0:+N; -sin(a) + N3 - sin(a) =0
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Obrazek 6.2: Statické schéma fesené prihradové konstrukce

Stycnik c:

5. R, =0:
6. R,=0:
Stycnik d:
7. R,=0:
8 R,=0:
Stycnik e:
9. R, =0:
10. R, =0:
Stycnik f:
11. R, =0:
12. R, =0:

—Ny — Nj - cos(a) + N5 - cos(a) + Ng = 0
+Nj - sin(a) + N5 - sin(a) =0

—Nj - cos(a) — Nj - cos(a) + N7 - cos(a) + Ng = 0
+Nj - sin(a) + Ny -sin(a) =0

—Ng — Ny - cos(a) + Nyp - cos(a) + Nig =0
+ Ny - sin(a) + Nyp - sin(a) =0

—Nip — Nyp - cos(a) + N3 - cos(a) =0
+ Ny - sin(a) + Nyg - sin(a) =0
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o Styc¢nik g:

13. Rx =0: —N12 — N13 . COS(O() =
14. R, =0:—N3-sin(o) — Ry, =0

Celou soustavu linearnich rovnic fadu 14 1ze podobné jako v prikladu 6.1.2 prehledné
zapsat maticove:

A-x=b, (6.23)

kde A znac¢i matici levych stran rovnic, obsahujici tdaje geometrie konstrukce, x
predstavuje sloupcovy vektor neznamych kotenti, obsahujici 14 neznamych reakci a
vnitinich sil (zvoleno poradi x = {Rax R,., N Ny ... Ny RQZ}T), a b vy-
jadruje sloupcovy vektor pravych stran rovnic, obsahujici uzlové zatizeni piihradové
konstrukce.

Na nékterych fadcich matice A se vyskytuje nula, a proto je tfeba provést vzajemné
preusporadani poradi sty¢nikovych rovnic:

e na 4.7adku bude ptivodné 5. stycnikova rovnice,
e mna 6.7radku bude ptivodné 7. stycnikova rovnice,
e na 8.radku bude ptuvodné 9. stycnikova rovnice,
o na 10.radku bude ptivodné 11. styénikova rovnice,
e na 12.radku bude puvodné 13. sty¢nikova rovnice,

Vypis vyslednych hodnot kofenti soustavy pak miuze vypadat nasledovneé:

Kofeny soustavy

x[ 1] = 8.000 kN
x[ 2] = 2.000 kN
x[ 3] = -2.236 kN
x[ 4] = 9.000 kN
x[ 5] = 2.236 kN
x[ 6] = -10.000 kN
x[ 7] = -2.236 kN
x[ 8] = 11.000 kN
x[ 9] = 2.236 kN
x[10] = -12.000 kN
x[11] = 13.416 kN
x[12] = 6.000 kN
x[13] = -13.416 kN
x[14] = 12.000 kN

Rezidualni vektor:

r[ 1] = 0.000e+000
r[ 2] = 0.000e+000
r[ 3] = 0.000e+000
r[ 4] = 0.000e+000
r[ 5] = 0.000e+000
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r[ 6] = 0.000e+000
r[ 7] = 0.000e+000
r[ 8] = -8.882e-016
r[ 9] = -6.661e-016
r[10] = 8.882e-016
r[11] = 1.776e-015
r[12] = 0.000e+000
r[13] = -1.776e-015
r[14] = -1.776e-015

Norma reziduadlniho vektoru:

3.3894e-015

Matice soustavy A z ptikladu 6.1.2 je vzhledem k vhodnému oznaceni uzli, a tedy
i vhodném sestaveni rovnic soustavy, pasovéa (blize viz kap. 6.2.3). V takto vzniklé
matici soustavy jsou nenulové prvky od diagonaly vzdaleny maximalné o dva sloupce
vlevo a o ¢tyfi sloupce vpravo (Sitka pasu je tedy 7). Pokuste se upravit algoritmus
Gaussovy elimina¢ni metody tak, aby jste zohlednili Sitku pasu a snizili tak pocet
vypocetnich operaci.

6.1.3 Gauss-Jordanova metoda

Gaussovu elimina¢ni metodu lze jednoduse modifikovat zptisobem, ktery je oznacovan
jako Gauss-Jordanova metoda. Zakladni myslenkou tohoto vypocetniho postupu je
uprava matice soustavy A na diagonalni nebo dokonce jednotkovou matici. Vypocetni
postup je schématicky popsan algoritmem 6.1.3 a lze jej implementovat do m-funkce
programu MATLAB napt. nasledujicim zptisobem:

function x=gauss_jordan(A,b)
if det(A)==0
error(’Soustava rovnic je singuldrni! Det(A) je roven 0!’)
return
end
n=length(A) ;
if n==1
x(1)=b(1)/A(1,1);
return
end
for k=1:n
if A(k,k)==0
error (’Na diagondle je nula!’)
return
end
for i=1:n
if ~(i==k)
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m=-A(i,k)/A(k,k);
for j=k:n
A(i,j)=AG, j)+m*A(k, ]);
end;
b(i)=b(i)+m*b (k) ;
end
end
end
for i=1:n
x(i)=b(i)/A(i,1);

end

[h!] InputVstup OutputVystup n, A = [a;;] = [a11ann], b = {b1,bb,}T x =
{x1,x2xn}7'k «— 1,2n/—-2,n,i<—-1,2k:—-1,k-+—1n,ﬂ@<—-——gzi
j < 1,277/— 1,” ai,j {— ai,j +m'a’k,j
b < b; +m - by
i 1,2n—1,n x; + % Algoritmus Gauss-Jordanovy metody
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Gauss-Jordanovu metodu je mozno pouzit i k feseni tzv. maticovych rovnic, jenz
lze zkracené vyjadrit:

A-X=8B, (6.24)
kde X predstavuje matici kofent soustavy a B matici levych stran, obé s obecnym
rozmérem [n,r]. Vypocetni postup je tedy nutno upravit tak, aby pracoval s vice
pravymi stranami, jak je napt. schématicky popsanu v upraveném algoritmu 6.1.3.

[h!] InputVstup OutputVystup n, A = [a;;] = [a11an,.], B = [bij] = [b1,10n,]
X = [21;] = [#11%0,] k< 1,20 —2,n 0 < 1,2k — 1,k + In m —%
J<L2n—1,na;; < a;; +m-ay
j <— 1,27"— 1,7’ bm’ <— bi,j +m'bk,j
J<L2r—1ri«1,2n—1,nx;; % Algoritmus Gauss-Jordanovy metody
pro Teseni tzv. maticovych rovnic 7

Pomoci Gauss-Jordanovy metody vypoctéte maticovou rovnici:

210 T11 T12 T1.3 T 1 4 1 T
1 1 2]- To1 T22 T23 =2 2 1 (625)
1 11 T31 T32 T33 3 —1 2
Regenim je matice:
3 -5 37"
X]=]2 -2 1| . (6.26)
-2 7 =3

Regent maticovych rovnic Ize vyuzit napt. k feSeni inverzni matice, kdy je matice
pravych stran tvorena jednotkovou diagonalni matici, nebo pro vypocet prihradové
konstrukce z ptrikladu 6.1.2 s vice zatézovacimi stavy.

Pomoci Gauss-Jordanovy metody vypoctéte inverzni matici k matici:

1 2 6
2 5 15 (6.27)
6 15 46
ReSenim je inverzni matice:
5 =2 0
[A'=|-2 10 -3], (6.28)
0 -3 1

o cemz se lze presvécit napt. vypisem:

A= B = AxB =
1 2 6 5 -2 0 1 0 0
5 15 -2 10 -3 1 0
6 15 46 0 -3 1 0 0 1
[11.]

Urcete reakce a vnitini sily prihradové konstrukce z prikladu z prikladu 6.1.2 rovnéz
pro zatézovaci stav, tvoreny dvojici svislych uzlovych zatizeni F' = 10 kN ve styénicich
d ae.
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6.1.4 LU rozklad

Princip metody LU rozkladu je zalozen na principu, kdy regularni matici A 1ze rozlozit
na souc¢in dvou trojihelnikovych matic L a U tak, ze plati:

A=L-U. (6.29)

Soustava linearnich rovnic se pak fesi ve dvou vypocetnich krocich, kdy v prvnim
se vyTesi trojuhelnikova soustava linearnich rovnic:

L-y=b, (6.30)

obdobné pak
U.-x=y. (6.31)

V dolni trojuhelnikové matici L se pritom voli na diagonale hodnota 1. Matice U
je horni trojuhelnikova. Vyhodou metody LU rozkladu je jeji pouziti u tuloh s vice
soustavami linearnich rovnic se stejnou matici soustavy A, kterd se rozlozi pouze
jednou a dale se jiz opakované Tesi pouze trojihelnikové soustavy.

Vypocetni postup reseni soustavy linearnich rovnic LU rozkladem je schématicky
vyjadren v algoritmu 6.1.4.

[h!] InputVstup OutputVystup n, A = [a;;] = [a11ann], b = {b1,bb,}T x =
{1,202, i 1,2n—1,nj« 1,2n—1,nu;; + 0
i< 12n—1nj<12n—1ni=j1l,;+1

l@j ~—0
. . . . i-1
J12n—1ni< 1,27 — 1,5 wij < a;j — ) 4y lig - Un
j—1
@ij— Y ik~
k=1

z%]+1,j—|—2n—1,nll7]<— uj;
Yi — Z Uij - Tj
j=itl

i—1
l

i+ 1,2n—1,n yi%bi—zjzl i Y 1 nn—121 x; <
Algoritmus metody LU rozkladu

Vypocetni algoritmus metody LU rozkladu je mozno implementovat do m-funkce
programu MATLAB napt. nasledujicim zptisobem:

function x=1lu_rozklad(A,b)

if det(A)==0
error(’Soustava rovnic je singuldrni! Det(A) je roven 0!’)
return

end

n=length(A);

if n==1
x(1)=b(1)/A(1,1);
return

end

L=eye(n,n);

U=zeros(n,n);

23



for j=1:n
for i=1:j
s=0;
if i>1
for k=1:i-1
s=s+L(1,k)*U(k,j);
end
end
U(i,j)=A(i,j)-s;
end
if U(j,j)==0
error(’Na diagonadle je nula!’)
return
end
for i=j+1:n
s=0;
if j>1
for k=1:j-1
s=s+L(i,k)*U(k,j);
end
end
L(i,j)=(A(1,j)-8)/U(j,j);
end
end
for i=1:n
s=0;
if i>1
for j=1:i-1
s=s+L(1,j)*y(j);
end
end
y(1)=(b(i)-s);
end
for i=n:-1:1
s=0;
if i<n
for j=i+l:n
s=s+U(1, j)*x(j);
end
end
if U(i,1)==0
error(’Na diagonadle je nula!’)
return
end
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x(1)=(y(1)-8) /U(i,1);

end

Pomoci metody LU rozkladu vypoctéte koreny soustavy linearnich rovnic z prikladu 6.1.2.

Resent lze demonstrovat podrobnym vypisem prubéznych i konecnych vysledkii:

Matice soustavy A Vektor pravych stran b
2.000 -1.000 3.000 -1.000 7.000
1.000 -1.000 4.000 -2.000 5.000
3.000 2.000 1.000 4.000 31.000
4.000 -3.000 3.000 -3.000 -5.000

Matice L Matice U
. 0 0.000 2.000 -1.000 3.000 -1.000
0.500 1.000 0.000 0.000 0.000 -0.500 2.500 -1.500
1 0.000 0.000 0.000 14.000 -5.000
1.000 0.000 0.000 0.000 -0.857

x[ 1] = 1.000e+000
x[ 2] = 2.000e+000
x[ 3] = 4.000e+000
x[ 4] = 5.000e+000

Norma rezidualniho vektoru:

n = 7.324106877635580e-015

6.1.5 Choleského metoda (dekompozice)

Choleského metoda (také Choleského dekompozice nebo rozklad) je modifikace me-
tody LU rozkladu pro Teseni soustav linedrnich rovnic se symetrickou regularni po-
zitivné definitni ¢tvercovou matici soustavy A, kterda se upravi na soucin dolni a
horni trojuhelnikové matice, pricemz jedna trojuhelnikova matice je transpozici ma-
tice druhé:
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A=U.U".

Dolni trojuhelnikova matice U z tohoto rozkladu se nazyva Choleského trojihelnik

matice A.

(6.32)

Pozitivné definitni matice je symetricka ¢tvercova matice, jejiz vlastni cisla

jsou vétsi nez nula. Musi platit:

x-A-xI'>0.

(6.33)

Vypocetni postup feseni soustavy linedrnich rovnic Choleského metodou obsahuje
v porovnani s metodou LU rozkladu zhruba polovi¢ni pocet vypocetnich operaci a je

schématicky popsan algoritmem 6.1.5.

Provedte Choleského dekompozici matice:

1 -1 -1 -1 -1
-1 2 0 0 O
[Al=|-1 0 3 1 1 (6.34)
-1 0 1 4 2
-1 0 1 2 5
ReSenim je matice:
10 0 0 0
-1 1 0 0 O
Uj=1]-1 -1 1 0 0 (6.35)
-1 -1 -1 1 0
-1 -1 -1 -1 1
o Cemz se lze presvédcit:
A = U =
1 -1 -1 -1 -1 1 0 0 0 0
-1 2 0 0 0 -1 1 0 0 0
-1 0 3 1 1 -1 -1 1 0 0
-1 0 1 4 2 -1 -1 -1 1 0
-1 0 1 2 5 -1 -1 -1 -1 1
UxU’ =
1 -1 -1 -1 -1
-1 2 0 0 0
-1 0 3 1 1
-1 0 1 4 2
-1 0 1 2 5

[h!] InputVstup OutputVystup n, A = [a;;] = [a11an,], b = {b1,bb,}T x =
{r, 00, i+ 1,2n—1,nj« 1,2n—1,ni=ju,+ 1
Uj 5 ~—0

je12n—1ni<j,j+1n—1nu;; + \/%’J‘Zizuik
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j—1
Qij — E Ui Uik
k=1

Uj,j

Ujj <

1 1,2n —1,n y; < Ui

)

ritmus Choleského metody

i—1
bi— Y sy
j=1

14— n,n—12,1 x; <

i—1
yi—-E Uji * T
j=1

Uj 5

)

Algo-

M-funkce, implementujici postup Choleského metody, miuize vypadat nésledovneé:

function x=choleskeho met(A,b)
n=length(A);
U=eye(n,n) ;
for j=1:n
for i=j:n
s=0;
if i>1
for k=1:j-1
s=s+U(j,k)"2;
end
end
U(j,j)=sqrt(A(j,j)-s);
s=0;
if i>1
for k=1:j-1
s=s+U(i,k)*U(j,k);
end
end
U(i,3)=(A(1,3)-s)/U(5,]);
end

end
for i=1:n
s=0;
if i>1
for j=1:i-1
s=s+U(i,j)*y(3);
end
end
y(1)=(b(i)-s)/U(i,1);
end
for i=n:-1:1
s=0;
if i<n
for j=i+l:n
s=s+U(j,1)*x(j);
end
end

x(1)=(y(1)-8) /U(i,1);
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end

Vypoctéte koreny soustavy rovnic z prikladu 6.1.2 Choleského metodou.

6.2 Iteracni metody reseni soustav linearnich rov-
nic

Resen{ soustav linedrnich rovnic iteraénimi metodami spociva narozdil od primych
zplsobt vypocti v postupném priblizovani se k presnému vysledku. Existuje mnozstvi
zpusobu tvorby takové posloupnosti aproximaci, jejiz limitou je vektor x presné
urcenych kofent soustavy linedrnich rovnic.

Soustava linearnich rovnic s redlnou matici soustavy, vyjadfena maticové, mize
byt vyjddiena napt. vztahem (6.6). Lze predpokladat, Ze existuje jediné presné fesent:

x=A"1.b. (6.36)

Rovnici (6.6) pak lze upravit do tvaru, ktery je vhodny k iterovani:
x=H-x+g, (6.37)

kde H predstavuje iteracni matici. Na vztahu (6.37) je zalozeno sestrojeni posloup-
nosti iteraci x¥) = {a% 2k2xk1T podle rekurentni formule:

xFD —H.x® 1 g (6.38)

pro itera¢ni kroky £k =0,1,2,....

Kromé itera¢ni formule je nutno definovat také volbu nulté aproximace x(© =
{29, 292°}7 a zpisob ukonceni itera¢niho cyklu, ktery lze provést:

[alph](d)
stanovenim presného poctu iteracnich cykli, které se maji provést (napf. s vyuzitim
cyklu typu for),

zastavovaci podminkou se zadanou toleranci neptesnosti € > 0, napf. s vyuzitim
vektorové normy:
[x®) — x*=V || < ¢ (6.39)

Itera¢ni matice H i vektor g se miize pii kazdém iteracnim kroku k& ménit. Hovoti
se pak o tzv. nestaciondrnim iteracnim procesu, narozdil od procesu staciondrniho,
kdy jsou matice H i vektor g nezavislymi na itera¢nim cyklu k.

[tera¢ni vypocet soustavy linearnich rovnic konverguje k feseni, pokud je matice
soustavy A diagondlné dominantni (prevazuji hodnoty prvkua na diagondle), coz lze
vyjadrit:

i—1 n
laisl > laigl+ Y laigl, i=1,2n. (6.40)
j=1 j=i+1
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Sestrojte funkci pro posouzeni, zda-li je matice A diagonalné dominantni. Vy-
zkousejte podle (6.40) napf. na matici:
4 -1 -1 0
-1 4 0 -1

M=1"1 o 4 4l (6.41)

0o -1 -1 4

6.2.1 Jacobiho iterace

V pripadé obecné soustavy linearnich rovnic A - x = b jsou vSechny rovnice obecné
vyjadreny:

a;1 X1 + A; 2+ T2 + -+ Ain * Tp = bi, z:1,2n (642)

Pokud je a;; # 0, lze kazdou z rovnic upravit:

i—1 n
bi= Y g rai— > T,
=1 j=it1 .
T, = , 1=1,2n, (6.43)
Qg5

coZ znamena, ze z i-té rovnice lze urcit -ty nezndmy koren soustavy.
Jacobiho itera¢ni rekurentni formule pak mé tvar:

k—1 k 1
bi —Z% D SP
2 = 7=l . i=1,2n, (6.44)
7%

)

kde k je ¢islo iteracniho cyklu (k = 1,2m).
Vypocetni postup Jacobiho itera¢ni metody pro m iteracnich cykla je schématicky

vyjadren algoritmem 6.2.1. Pokud se pro ukonceni iteracniho vypoctu pouzije za-

konc¢ovaci podminka 6.39, algoritmus se nepatrné zméni (viz algoritmus 6.2.1).
[h‘] InputVstup OutputV}'fstup m n A = [a;;] = [a11an.0], b = {b1, b2b, }T, x©

(" ,.:1:2 NT y(m) {xl N k1 2m—1,mi + 1,2n— 1,n 2P =
kf
I S S
j=1 j=it1
Q4

Algoritmus Jacobiho itera¢ni metody
[h‘] InputVstup Outputvystup n,e, A= [a;;] = [a11ann], b = {b1,bab, } T, xV =

(o, 22Dy xm) = {2, afém)xfz“)}f’ k1
bi— D ai-ay) = > a-al)
1) _ j=1 Jj=i+1

1+ 1,2n—-1,n x;
[x®) —x*=D|| > ek k+1

Q55

)
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i—1 n

Z (k—1) Z (k—1)

bi — CLZ‘J‘ . J]j — ai,j . Ij

k) j=1 j=it+1

i Qi

Algoritmus Jacobiho iterace, doplnéné o zakoncovaci podminku

1+ 1,2n—1,nx

Algoritmus Jacobiho iterace lze do programovaciho jazyka programu MATLAB
prepsat riiznymi zpusoby. Prvni m-funkce obsahuje implementaci vypocetniho po-
stupu Teseni systému linearnich rovnic, ktery pracuje Jacobiho metodou s koneénym
poctem cykli, tedy s vyuzitim cyklu typu for. K zapisu tohoto algoritmu se vyuziva
moznosti maticovych operaci programového systému MATLAB:

function x=jacobi(A,b,x,m)
n=length(A);
d=diag(A);
r=A-diag(d);
for k=1:m
x=(b-r*x)./d;
end

Druhd m-funkce je zapsana obecnéjsim zpusobem. Vypocet je rovnéz doplnén
kontrolou, zda-li je matice soustavy A regularni a diagonalné dominantni:

function x=jacobi(A,b,x,m)
if det(A)==
error(’Soustava rovnic je singuldrni! Det(A) je roven 0!’)
return
end
n=length(A);
for i=1:n
if A(i,1)==0
error(’Na diagonédle je nula!’)
return
end
s=0;
for j=1:n
if “(i==j)
s=s+abs(A(i,j));
end
end
if abs(A(i,1))<s
disp(’Matice A neni diagondlné dominantni!’)
return
end
end
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if i>1

for j=1:i-1
sl=s1+A(i,j)*y(j);
end
end
s2=0;
if i<n

for j=i+l:n
s2=s2+A(i,j)*y(j);
end
end
x(i)=(b(i)-s1-s2)/A(i,i);
end
end

Treti m-funkce fesi soustavu linearnich rovnic Jacobiho iteraci cyklem typu while,
jenz je ukoncen zakoncovaci podminkou 6.39

function x=jacobi(A,b,x,eps)
Y=X;
k=1;
for i=1:n
s1=0;
if i>1
for j=1:i-1
sl=s1+A(i,j)*y(j);
end
end
s2=0;
if i<n
for j=i+l:n
s2=82+A (i, *y(j);
end
end
if A(i,1)==0
error(’Na diagondle je nula!’)
return
end
x(1)=(b(i)-s1-s2)/A(i,1);
end
while ~(norm(y-x)<eps) & k<1000
Y=x;
k=k+1;
for i=1:n
s1=0;
if i>1
for j=1:i-1
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sl=s1+A(i,j)*y(j);
end
end
s2=0;
if i<n
for j=i+l:n
s2=s2+A(1,j)*y(j);
end
end
if A(i,i)==0
error (’Na diagonédle je nula!’)
return
end
x(i)=(b(i)-s1-s2)/A(i,i);
end
end

Vsechny tti zpusoby zapisu predpokladaji, ze musi byt zadana i tzv. nulta apro-
: %A Y 0 _ 1,000 _(0), (0T
ximace Tesenych kofenu soustavy x\%) = {x;”, x5 'z} .
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Vyteste koreny soustavu linearnich rovnic Jacobiho iteraci:

4 -1 =1 0 )
-1 4 0 -1 T
-1 0 4 —=1| )3
0O -1 -1 4 Ty

(6.45)

— O N =

Vypocet provedte nejprve pro konecny pocet cykli m = 5, 10 a 20, piicemz
sledujte vzriistajici presnost dosaZeného Feseni. Nakonec vypocet provedte m-funkei
se zakoncovaci podminkou 6.39 se zadanou toleranci nepiesnosti e = 1 - 1076,

Spravné Teseni kofent soustavy se rovna vektoru

{z}={05 075 025 05} . (6.46)
Samotny priitbéh itera¢niho vypoétu miize vypadat pii zadani x(© = {1,1,1,1}7

nasledujicim zptsobem:

Pribéh Jacobiho iterace

c.it x[1] x[2] x[3] x [4]
0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
1 0.750000 1.000000 0.500000 0.750000
2 0.625000 0.875000 0.375000 0.625000
3 0.562500 0.812500 0.312500 0.562500
4 0.531250 0.781250 0.281250 0.531250
5 0.515625 0.765625 0.265625 0.515625
6 0.507813 0.757813 0.257813 0.507813
7 0.503906 0.753906 0.253906 0.503906
8 0.501953 0.751953 0.251953 0.501953
9 0.500977 0.750977 0.250977 0.500977
10 0.500488 0.750488 0.250488 0.500488
11 0.500244 0.750244 0.250244 0.500244
12 0.500122 0.750122 0.250122 0.500122
13 0.500061 0.750061 0.250061 0.500061
14 0.500031 0.750031 0.250031 0.500031
15 0.500015 0.750015 0.250015 0.500015
16 0.500008 0.750008 0.250008 0.500008
17 0.500004 0.750004 0.250004 0.500004
18 0.500002 0.750002 0.250002 0.500002
19 0.500001 0.750001 0.250001 0.500001
20 0.500000 0.750000 0.250000 0.500000
K dosaZeni vysledku s toleranci nepfesnosti ¢ = 1-107° je tedy pii vypoctu

Jacobiho iteraci celkem 20-ti iterac¢nich cykli.
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6.2.2 Gauss-Seidelova iteracni metoda

Obecnou soustavu linedrnich rovnic A - x = b Ize opét vyjadrit vztahem (6.42), pricem?z
lze kazdou z rovnic definovat pfi splnéni podminky a;; # 0 jako:

i—1 n
bi= Y aigrwi— > ;-
j=1 j=it+1 ,
x; = , 1=1,2n. (6.47)
Q5 5

7, této rovnice lze odvodit Gauss-Seidelovu itera¢ni rekurentni formuli:

i—1 n
k k—1
S D R
O =t . i=1,2n, (6.48)

KA
Q5

kterd se oproti Jacobiho iterac¢ni formule lisi ve skutecnosti, ze vypoctené kotfeny
soustavy :Eg-k) jsou k dalsimu vypoctu pouzity ihned a nikoliv az v dalsim itera¢nim
cyklu. Cely vypocet pak konverguje k presnému teseni rychleji.

Vypocet Gauss-Seidelovou itera¢ni metodou pro koneény pocet m iterac¢nich cykli
je schématicky vyjadien algoritmem 6.2.2. Postup lze samoziejmé opét doplnit i za-
koncovaci podminkou 6.39.

[h!] InputVstup OutputVystup m,n, A = [a; ;] = [a1.10nn), b = {b1, b2b, }T, x©

{xgo),xgo)xg])}T x(m) = {xgm),xgm)xf(lm)}T k<« 1,2m—1,m i+ 1,2n —1,n xz(k) =

i—1 n
E : (k) § : (k-1)
bz‘ — ai,j . ZE]- — ai,j . ZL’j
j=1 j=i+1
Q4

Algoritmus Gauss-Seidelovy itera¢ni metody
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Vyfteste soustavu linearnich rovnic z prikladu 6.2.1 Gauss-Seidelovou itera¢ni me-
todou. Pfi vypoétu uvazujte toleranci nepfesnosti € = 1 - 107% a nultou aproximaci
kofenti fesené soustavy x© = {1,1,1,1}7.

Samotny pribéh itera¢niho vypoctu lze zobrazit napft. takto:

Pribéh Gauss-Seidelovy iterace

c.it x[1] x [2] x[3] x [4]
0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
1 0.750000 0.937500 0.437500 0.593750
2 0.593750 0.796875 0.296875 0.523438
3 0.523438 0.761719 0.261719 0.505859
4 0.505859 0.752930 0.252930 0.501465
5 0.501465 0.750732 0.250732 0.500366
6 0.500366 0.750183 0.250183 0.500092
7 0.500092 0.750046 0.250046 0.500023
8 0.500023 0.750011 0.250011 0.500006
9 0.500006 0.750003 0.250003 0.500001
10 0.500001 0.750001 0.250001 0.500000
11 0.500000 0.750000 0.250000 0.500000
12 0.500000 0.750000 0.250000 0.500000
K dosazeni vysledku s toleranci nepfesnosti e = 1-107% je tedy pfi vypoctu

Gauss-Seidelovou iteraci celkem 12-ti itera¢nich cykli.

6.2.3 Ridké a pasové matice

V numerické matematice se pri feseni soustav rovnic casto vyskytuji matice soustavy,
které jsou ridké a pasové.
Ridkou matici se rozumi matice, kterd obsahuje zna¢ny pocet nulovych prvki.
Pasova matice pak mé nenulové prvky pouze v tésné blizkosti diagonaly. Siika
pasu matice pak predstavuje maximalni pocet sloupct v blizkosti diagondly matice
s nenulovymi prvky. Rovnéz lze rozlisit i tzv. sitky polopasu p, ¢, kterymi se rozumi
maximalni pocet sloupcti s nenulovymi prvky vlevo a vpravo od diagonaly.
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Vyteste koreny soustavu linearnich rovnic s pasovou matici soustavy:

B T ( ) (A

3 -1 T
-1 3 -1 To 1
.. pos =4 (6.49)
-1 3 -1 Tp1 1
L _1 3 - \ xn Vs \2)

pron = 100 Gauss-Seidelovou metodou, upravenou pro reseni pasovych matic. Uvazujte
toleranci nepfesnosti hodnotou € = 1 - 107% a nultou aproximaci kofenti fesené sou-
stavy x(© = {0,00,0}.

Matici soustavy A i vektor pravych stran lze vygenerovat prikazy programu MATLAB:

clc;

clear;

n=1000;

E=ones(n,1);

A=spdiags([-E 3*E -E],-1:1,n,n);
b=ones(n,1);

b(1)=2;

b(n)=2;

x=zeros(n,1);

Vypocet je pak mozno provést m-funkci, kterd implementuje vypocetni postup
Gauss-Seidelovy itera¢ni metody, upravené pro reseni pasovych matic. Sitky polopasu
P, q jsou v tomto pripadé rovny 1.

function x=gauss_seidel_pas(A,b,x,p,q,eps)
n=length(A);
maxkrok=1000;
Yy=X;
k=1;
for i=1:n
s1=0;
if i>1
od=i-p;
if od<1
od=1;
end
for j=od:i-1
s1=s1+A(i, ) *x(j);
end
end
s2=0;
if i<n
do=i+q;
if do>n
do=n;
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end
for j=i+l:do
s2=s2+A(1,3)*y(j);
end
end
if A(i,i)==0
error(’Na diagondle je nula!’)
return
end
x(1)=(b(i)-s1-s2)/A(i,1);
end
while ~(norm(y-x)<eps) & k<maxkrok
y=X;
k=k+1;
for i=1:n
s1=0;
if i>1
od=i-p;
if od<1
od=1;
end
for j=od:i-1
s1=s1+A(i,j)*x(j);
end
end
s2=0;
if i<n
do=i+q;
if do>n
do=n;
end
for j=i+l:do
s2=s2+A(1, D *y(j);
end
end
if A(i,1)==0
error(’Na diagonédle je nula!’)
return
end
x(i)=(b(i)-s1-s2)/A(i,i);
end
end
if k==maxkrok
disp(’Vypolet nebyl ukonlen ukonfovaci podminkou!’)
end

Vypocetni utilita je rovnéz doplnéna zakoncovaci podminkou, ze maximalni pocet
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iterac¢nich cykli muze byt nejvyse 1000. Pokud bude vypocet ukoncen splnénim této
podminky, znamena to, ze iteracni vypocet nekonverguje dostatecné rychle nebo di-
verguje.

Proved'te vipocet soustavy linedrnich rovnic s pasovou matici soustavy z prikladu 6.2.3
Gauss-Seidelovou itera¢ni metodou pro n = 1000. Uvazujte toleranci nepresnosti hod-
notou £ = 1-107% a nultou aproximaci kofenti fesené soustavy x(© = {0,00,0}7.

Vyfteste koreny soustavu linedrnich rovnic s pasovou matici soustavy.

[2 1 1 ( 2 ) (1)

12 1 T
Loy =1 (6.50)
1 21 Ty 0

L 1 2_ \ .Tn Vg \1)

pro n = 100 Gauss-Seidelovou metodou, upravenou pro feseni pasovych matic. Uvazujte
toleranci nepfesnosti hodnotou € = 1-107°% a nultou aproximaci kofent fesené sou-
stavy x(© = {0,00,0}".

Spravne feseni koTentli soustavy se rovna vektoru

{e}={1 -1 1 -1 - 1 —1}". (6.51)

Proved'te vipocet soustavy linedrnich rovnic s pasovou matici soustavy z prikladu 6.2.3
Gauss-Seidelovou itera¢ni metodou pro n = 1000. Uvazujte toleranci nepresnosti hod-
notou £ = 1 - 107% a nultou aproximaci kofent fesené soustavy x(® = {0,00,0}”.

6.2.4 Metoda sdruzenych gradientt

Metoda sdruzenych gradientt (Conjugate Gradient Method) je vhodnym vypocetnim
postupem pro feseni soustav linearnich rovnic, u nichz je matice soustavy A ¢tvercova,
symetrickd a pozitivné definitni.

Princip metody sdruzenych gradientii spociva ve vhodné zvolené posloupnosti
vektort d(k), které urcéuji smér postupu od x*) k dalsf aproximaci xt1). Vektory d*
se postupné konstruuji z posloupnosti rezidualnich vektort r®) tak, aby pro skaldrni
soucin (d(k), A. d(k_l)) platilo (d("‘), A d(k_l)) = 0. Posloupnost vektoru d® je pak
A-ortogonalni.

Postup vypoctu je schématicky popsan algoritmem 6.2.4, ve kterém se nejdiive
vytvol{ pocdteéni aproximace x(© = 0 a rezidudlni vektor r®© = b. Za prvn{ smér d¥)
se zvoli r®. Uréi se hodnota o, pro kterou funkce (kvadraticka forma) F(x© + o -
r) = F(x) =1 (A-x,x) — (b,x) nabyva svého minima, takZe plati:

o (@9 r0) Oy 0
dP A-d?) @) .A.dO
Nyni se opravi aproximace Fedeni soustavy x(!) = x© 4+ o .d@ yypocte se novy
rezidudalni vektor r( ) =@ — @ . A dO g urdf se novy smér postupu d® ve tvaru
db = ¢ 4+ 50 . dO tak aby platilo (d¥, A-d®) = 0. Hodnota 5 se piitom uréi
ze vztahu:

(6.52)

(dO A ¢Dy  (fD)T )

5(0) _ _
(d(0)7 A d(O)) (r(O))T 0

(6.53)
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Déle se uréi hodnota (! tak, aby funkce F(x®) + o - r")) nabyvala minima, a
cely vypocet se opakuje tak dlouho, dokud neni splnéna zakoncovaci podminka
[h!] InputVstup OutputVystup m,n,e, A = [a;;] = [ar1ann], b = {b1,baby}T
x = {1, 22, }7 xO 0
d @ b
k+1,2m —1,m [[r*V| < ¢ stop
(r=DYT (=)
(d(kfl))T A - dED
B x (=1 4 (k-1 . k=)
() 1) _ k1) L A gD
1) o (r(k))T )
(DT (=)
d®)  p®) 4 g1 gk
Algoritmus metody sdruzenych gradientt

k=1

Vypocetni postup TeSeni soustavy rovnic metodou sdruzenych gradient lze na-
programovat v programu MATLAB napf. nasledujicim zpusobem:

function x=sdruz_grad(A,b,eps)
n=length(A);
maxkrok=1000;
x=zeros(n,1);
d=b;
r=b;
for k=1:maxkrok
if norm(r)<eps
return
end
alfa=r’*r/(d’*Axr);
x=x+alfa*d;
rs=r;
r=r-alfa*Ax*xd;
beta=r’*r/(rs’*rs) ;
d=r+betaxd;
if k==maxkrok
disp(’Vypolet nebyl ukonlen ukonéovaci podminkou!’)
end
end

Vipocet hodnot a*~D a B+~ Jze v m-funkci rovnéz uréit s vyuzitim pifkazu
programu MATLAB pro skaldrni souc¢in dvou vektorii s nazvem dot, napr.:

alfa=dot(d,r)/dot(d,A*xd);
resp.

beta=-dot (d,A*xr)/dot(d,A*d) ;
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Proved'te vipocet soustavy linearnich rovnic s padsovou matici soustavy z piikladu 6.2.3
metodou sdruzenych gradientti pro n = 10000 a tolerancemi nepiesnosti ¢ = 1 - 1076
ae=1-10"12

Proved'te vipocet soustavy linearnich rovnic s pdsovou matici soustavy z piikladu 6.2.3

metodou sdruZenych gradientii pro n = 1000 a tolerancemi nepfesnosti ¢ = 1-1076 a
e=1-10"12
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Vyteste koreny soustavu lineadrnich rovnic s fidkou matici soustavy:

T3 -1 0.5]
-1 3 -1 0.5
-1 3 -1 0.5
-1 3 -1
-1 3 -1
0.5 1 3 -1
0.5 1 3 -1
10.5 -1 3]

( )

T
T2

(2.5)
1.5

1.5
1

1
1.5

1.5

(2.5

(6.54)

pro n = 10000 metodou sdruzenych gradientii s pozadovanou toleranci nepresnosti

1-1076.

Matici soustavy A i vektor pravych stran lze vygenerovat prikazy programu MATLAB:

clc;

clear;

n=100;

E=ones(n,1);

n2=n/2;

A=spdiags([-E 3*E -E],-1:1,n,n);
C=spdiags([E/2],0,n,n);
C=fliplr(C);

A=A+C;

A(n2+1,n2)=-1;
A(n2,n2+1)=-1;
b=zeros(n,1);

b(1)=2.5;

b(n)=2.5;

b(2:n-1)=1.5;
b(n2:n2+1)=1;

Spravné Teseni kofent soustavy se rovna vektoru

{z}={1 1
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Kapitola 7

Energetické principy a variacni
metody ve stavebni mechanice

7.1 Pretvarna prace vnéjsich sil

V dalsim textu predpokladejme plisobeni skuteénych sil na skuteénych deformacich
(nebudeme vyuzivat virtudlnich veli¢in, na které muze byt ¢tenar zvykly napt. ze
silové metody).

———————— / —Le

dF,
\

Q dw
w(b)

Pokud vnéjsi sila F puisobi na dréaze w (viz obrazek), pak je mozné pretvarnou
praci zapsat:

dL. = F(w)duw, (7.1)
L. = /w F(w) d w. (7.2)

V pripadé linearné pruznéa odezva konstrukce bude zavislost F-w linearni:
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| —Le

w(b)

Vyse zobrazenou linearni zavislost popisuje Clapeyronova véta:

1
L. = §F w. (7.3)
Doplnkovéa (komplementérni) pretvarna prace vngjsich sil muze byt zapsana:
dL: = w(F)dF, (7.4)
F
L = / w(F) d F. (7.5)
0
A pro linearné pruznou odezvu konstrukee:

1
Li=L.=3F w. (7.6)

Komplementarni pretvarna prace vnéjsich sil L} muze byt vykladana jako:

e prace nutna k tomu, aby ptsobeni sily F' na draze w mélo staticky charakter
(mozno predstavit jako praci ,brzdici* sily pusobici proti F' na draze w);

e prace nutna k navraceni konstrukce do nedeformované polohy.
L.+ L, =F w. (7.7)

7.2 Potencialni energie vnéjsich sil

Zména potencialni energie vnéjsich sil 1I, odpovida vykonané praci L. + L.
Potencidlni energie vnéjsich sil (II,) muze byt v jednorozmeéné tloze (na nosniku
zatizeném osovymi silami, silami kolmymi k ose nosniku a momenty) vyjadrena:

I1, = _ZFi u; — ZMj ©; —/ q(z) w(x) d z. (7.8)

Pro obecny stav napjatosti télesa pak bude mit podobu:

He:—/XTudV—/pTudS. (7.9)
1% s
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7.3 Potencialni energie vnitrnich sil
Dokonale pruzné téleso plné akumuluje energii odpovidajici vykonané pretvarné praci:

I; = L, (7.10)

Ke zméne potencialni energie dochazi konanim prace vnitinich sil W:

o W*
aw'
el /M T W
- o
¥ €
N
de

Prispévek normélovych napéti:

W, = / o(e) de, (7.11)
0
Wy = / g(o) d o. (7.12)
0
Prispévek smykovych napéti:
”
w. = [r)dn, (7.13)
0
wr = / y(r) d T. (7.14)
0
Pro linearné pruznou odezvu materialu potom:
o w*
. W
W
5 x|l (WdW
5 €
N
de
Prispévek normalovych napéti:
. 1
W,=W;= 30 (7.15)
Prispévek smykovych napéti:
, 1
W.=W> = 3T (7.16)
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Tedy potencialni energie vnitinich sil (pro lin. pruznou odezvu materialu):

I, = (7.17)
1

= 3 /(ox Ex+ 0y €y + 0. €5+ Ty Yoy + Tyz Yoz + Tow Vaz) A V.
1%

V maticovém zapisu:
1
Hi:H;‘:—/o'Tst. (7.18)
2 Jy
Pro pfimy prut (bez vlivu smyku) maji vztahy podobu:

Normalové sily (o = I):

1 (1 1 [ N2
in== [ =02dV === d 7.19
N9 /VE% 2 JEA"T (7.19)
Momenty (o = *£¥):
1 (1 1 [M2y
Ly== [ =c2dV="=- d 7.20
M= /VEU“ 2 J, ET" (7.20)
Tedy:
1 [ N? 1 [M?y
I = = dz+ = d 7.21
2 EA Ty BT 4T (721)

7.4 Potencialni energie systému
Potencialni energie systému je souctem potencialni energie vnéjsich a vnitinich sil:
IT =11, + II,. (7.22)
(Lagrangetv) princip minima celkové potencialni energie:

II = Il + II; = min. (7.23)
,»Ze vsech moznych deformacnich stavu télesa (které neporusuji jeho spojitost a
respektuji okrajové podminky) nastane pravé ten, pii kterém je potencidlni energie
systému minimalni.“
7.5 Variacni uloha
 hleddme nezndmou funkci (nikoli jen hodnotu),
o funkce musi splnovat urcité okrajové nebo pocate¢ni podminky,

o hledana funkce musi splinovat podminku extrému néjaké veliciny.
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7.6 Variacni ulohy v teorii pruznosti
Protoze plati (7.23):
IT =1I; + II, = min, (7.24)
je hodnota potencialni energie extrémni (minimalni).
Z matematiky: pro extrém velic¢iny II plati:

ATl = 0, (7.25)

¢ehoz vyuzivaji variacni metody (napt Ritzova metoda).

7.7 Ritzova metoda

7.7.1 Postup

1. Aproximace TeSeni volime ve tvaru:

n

wy(z) = Zaﬂbi, (7.26)

i=1
kde a; ...neznamé konstanty, 1; ...aproximacni funkce.
2. Vyjadiime II pomoci w,(x).
3. Sestaveni a vyTeSeni n rovnic:
oIl

pr— . .2
50, =0 (7.27)

4. Dosazeni vypoctenych a; do (7.26).

7.7.2 Bazové funkce

Bazové (aproximaéni) funkce 1) musi vyhovovat okrajovym podminkam tlohy.

o| B

a \\\\\\ /7W(X)
TG
Napr. pri vypoctu prihybu musi platit:

Y(a) = 0 (protoze w(a)=0),
¥(b) = 0 (protoze w(b)=0).
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7.8 Priklad Pouziti Ritzovy metody

Stanovte funkci osové deformace zadaného nosniku (viz schéma). Predpokladejte, ze
sou¢in F x A je po celé délce nosniku konstantni.

Y
| |

Volba aproximace:

uwz)=a Yy =ay x, tj. P =ux.

Okrajové podminky:

Vyjadreni Il,:

Pritom F piisobi v bodé z = L:
I[I,=—-Fu=—-Fa¢Yy=—Fax=—F L ay.
Derivace funkce u = aq1;:
v = [a; 2] =a;.

Vyjadreni 11;:

1 [* 1 [* E Aal?> ("
IL; = —/ E A(u')*dx = —/ E Adldr = il / dx
2 Jo 2 Jo 0

2
E Aa? EAL
Hi - 2 al [m]([; = 2 CL%
Vyjadreni II:
EAL ,

Sestaveni rovnic(e) 21 =0 :

—FL+FALa =0
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Vypocet a;:
F

“TEA
Vysledek (dosazenim a; do u(x)):

F
u(z) =ay P = A%

Protazeni v o = L:

Vypocet vnitinich sil (normélova sila):

/ F I
Nz)=FE Au =—-FE A {ﬂx} =F

Je zjevné, ze vysledky (v tomto ptipadé, kdy byly vnodné zvolena bazové funkce)
odpovidaji feSenim znamym ze zakladnich kurzt statiky.
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Kapitola 8

Metoda kone¢nych prvku

Nevyhodou klasickych variaénich metod je obtiznd volba (Casto nemoznd) apro-

vvvvvv

Reeni — rozdéleni konstrukce na malé oblasti na n jednoduchych podoblasti a
volba aproximacnich funkei na nich ¢; na nich.
Protoze II je skalarni veli¢ina, lze:

Happroz. = Z He,ja (81)
j=1

kde II. ; je potencialni energie j-té podoblasti (,, koneéného prvku®).
Dalsi postup je analogicky klasickym varia¢nim metoddam (napf. Ritzové metodé)
— Tesi se soustava n linedrnich rovnic:
o
aai -

8.1 Varianty MKP

1

0, i=1.n (8.2)

o deformaéni (Lagrangetiv varia¢ni princip) — nezndméd jsou posunuti a pootoceni
(nejcastéjsi, pres 90% pripadu),

o silovd (napr. Castiglianiv variaéni princip) — neznamé jsou silové veliciny,

o smiSend (napf. varia¢ni princip Hu-Washitsu).

8.2 Deformacni varianta MKP

Hledané deformacni veli¢iny — viz klasickd teorie pruznosti (mohou byt i jejich
derivace!):

 rovinna napjatost s deformace (stény, ...): u, v

o desky: w, ¢z, @,

1Pozn.: zde je pouzit Lagrangetiv variaéni princip a jde tedy o deformaéni variantu metody
koneénych prvki MKP (viz déle).
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o prostorové ulohy: u, v, w

Aproximaéni funkce se voli zasadné ve tvaru polynom.

8.3 Volba nahradnich polynomt

e Nejlepsi konvergence pri pouziti iplného polynomu n-tého stupné (Zeniéek et
al).

o Pocet konstant v polynomu (ay, as, ...) = pocet neznamych na konetném prvku
(ul, U1, )

e Ne vzdy je mozné pouzit vSechny cleny tplného polynomu, jak bude ukazano
pozdéji.

Pro neznamou xz:

l. a1 tas x

2. a1 +ay x4 as x?

3. a1 +ay x+as x> +ay 23

4. a1 +as v+ az 22 + ag 3 + a5 2*
5. ...

Pro neznamé = a y:

1. ag +asx+asy

2. a1 +ay x4+ asy+ag vy +as 22+ ag 2

3. ...

8.4 Sestaveni matice tuhosti konec¢ného prvku

Potencidlni energie soustavy:

H:—/sTDst—/XTrdV. (8.3)
2 14 14

Po dosazeni za e = BSr a vytknuti vektoru nezndmych konstant (posunuti) r:

1
H:—rT/S1TBTDB81dVrT—/XTdVr. (8.4)
2 Vv \%4
Strucné: )
H:§rTKr—FT1~. (8.5)
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Aplikaci Lagrangeova varia¢ntho principu (0 II = min.) na (12.13):
Kr = F, (8.6)

kde K ...matice tuhosti kone¢ného prvku:
K= / STTBT"DBS !4V, (8.7)
v
F ... zatézovaci vektor konecného prvku:

F:—/XTdV—/pTdS. (8.8)
\% S

8.5 Analyza konstrukce

Z K. ar. a F, jednotlivych prvkiu (e je ¢islo prvku) sestavime K a r a F celé
konstrukce a nezndmé urcime resenim soustavy rovnic:

Kr=F. (8.9)

Poznamka: tyto sestaveni matice tuhosti a zatézovaciho vektoru je zcela shodné
s postupem v obecné deformacni metodeé.

8.6 Zatizeni konstrukce

o Zatizeni zavadime vyhradné v uzlech konecnych prvki
o Zatizeni ma silovy charakter:

— sily pracuji na posunutich

— momenty pracuji na pootocenich

o Zatizeni deformacemi bude popsano déle

8.7 Podepreni konstrukce — okrajové podminky

e Pruzné podpory: pridame odpovidajici tuhost pruziny na diagonalu matice tu-
hosti

» Pevna podpora (posunuti, pootoCeni) = znamé hodnota (0,0) nezndmého po-
sunuti/pootoceni (upravime systém rovnic)

« Popusténi podpor: = zndmé hodnota neznamého posunuti/pootoceni (upravime
systém rovnic)
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8.8 Odvozeni konecného prvku
prihradoviny

Budeme predpokladat tytéz vlastnosti, jako mél prut prihradoviny v zakladnich
predmétech (klouby na koncich prutu, nenulova je jen normalova sila).

@
N(l
c
N

Neznéamé parametry deformace: u, v v kazdém uzlu.
Tj. celkem ma tento prvek dva neznamé uzlové parametry:

{Ul, UQ}T.
Geometricka rovnice:
ou

Maticové (e = 8T u):
{eat=1a]{u} (8.11)

Fyzikalni rovnice:
o, = Exeg, (8.12)

Maticové (o = D e):
{o.}=[E] {e} (8.13)

Aproximace neznamych uzlovych posunuti:
wz) = a+tayx (8.14)

Maticové (u = U a):
{U}:[lx]{Z;} (8.15)

Aproximace neznamych uzlovych posunuti v uzlech 1, 2

(r=Sa):
fod=10 o] {u} 019

Kombinaci vztahti e = 87 u a u = U a vznikne € = B a, kde B =87 U a:

(ed=l#100 a7 {0} 517

Kombinaci vztahti e = 87 ua u = U a vznikne €e = B a, kde B =87 U a:

{e.}=1]0 1]{2} (8.18)
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Zr =S a plyne:
a=S"'r,

kde:

kde

F.

S _ |: 1 l‘l :| = S—l — |: ;)32?211'1 w;_flil :|

1 )

r2—21 r2—x1

Pak misto € = Ba lze psat e = B S7! r:

(a}=(o1) |2z = | {ul

To—1T1 To—T1

Potencialni energie vnitinich sil:

1 1
Hi:—/sTadV:—/sTDst:
2 Jy 2 Jy

Potencidlni energie vnéjsich sil:

He:—/XTrdV—/pTrdS.
\% S

Potencialni energie soustavy:

II=- /sTDst—/XTrdV—/pTrdS.
2 Jv v S

Po dosazeni za € a vytknuti r:

II =

N | —

Struéné: )
HZErTKr — F'r.

Aplikaci Lagrangeova varia¢niho principu (0 II = min.) na (12.13):
Kr = F,

K ...matice tuhosti kone¢ného prvku:
K:/ STTBTDBS!'avV,
v
.. zatézovaci vektor kone¢ného prvku:

F_—/XTdV —/pTdS.
14 S

Pro studovany koneény prvek:

F=X+p.

L
K= / ST BT DB SV = A/ .S BT D B S ldz,
1% 0
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r’ /s1TBTDBS1dvrT—/XTdVr—/pTdSr.
14 14 S

(8.19)

(8.20)

(8.21)

(8.22)

(8.23)

(8.24)

(8.25)

(8.26)

(8.27)

(8.28)

(8.29)

(8.30)

(8.31)



podrobny zapis:

L _a =1 0 B T
K:A/O {962_;»;’1 @:fﬁl] {1} [E] [0 1] {xz:ffl “__ffl]daz

To—T1 T2—T1 Tro—1T1 To—T1

Podrobny zapis (vytknuti konstant pred integral):

X9 —1 0 X9 —x1 L
K- A {_””2_;;‘1 1} {1} (E] [0 1] {12_1‘“ 1}/ dn
0

Tro—T1 T2—T] Tro—Tr1 T2—T]

Po upravé (integrace fOL dxr = L nasobeni matic):

1 _ -1 _ EA —FEA
K =FAL | @mo)® (mmz)® | 0 g g = L= K = [ kA Ha } ;
(w2—w1)?  (z2—z1)? L A

coz je matice tuhosti zndmé i z deformacni metody.
Soustava rovnic pro jeden konec¢ny prvek ma tedy tvar:

Kere:Fe7
podrobné:
EA —EA r
T L u | _ | B
Er Ry

Rozsiteni na proménné v a v v kazdém uzlu:

EA 0 =4 07 [ P
0 0 0 0 v | |0
=40 Ao Us F
0 0 0 0 vy 0

(8.32)

(8.33)

(8.34)

(8.35)

(8.36)

Ziskany tvar presné odpovida matici tuhosti prihradového prvku, kterd je znama z

deformacni metody.

8.9 Ukoly k procvideni:

« Navrhnéte polynom pro aproximaci prihybu trojuzlové desky (tj. s 9 konstan-

tami a;).

o Na zékladé znalosti teorie pruznosti urcete, jaky bude stupen polynomu apro-

ximujictho ohybové momenty.
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Kapitola 9

Ilustrace programu

Déle bude nastinéna moznéa podoba program pro reSeni prihradovych konstrukei sse-
taveného v algoritmockém jazyce !.

9.0.1 Zadani: typ ulohy, material

Pocet stupni volnosti (ndof) a pocet uzli na prvku (puzlu):

ndof=2
puzlu=2

Modul pruznosti (E) a plocha prvku(A):

E=20e9
A=0.01

9.0.2 Zadani: geometrie

Souradnice uzla (z,y, co fadek to prvek):

uzly=[

-

02
32 ;
30]

Kone¢né prvky (¢isla uzli na prvku — poradova ¢isla fadka v matici uzly):

pruty=[ 1 2 ;
32]1]

9.0.3 Zadani: podpory a zatizeni

podpory=[
110 ;
120 ;
310 ;

Viz http://www.octave.org nebo http://www.matlab.com.
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3201

sily=[
2 1 -2000 ;
2 2 -3000 1]

Pomticka: ¢islo uzlu, smér (1=u, 2=v), velikost.

9.0.4 Vypocet velikosti poli

Zadané veli¢iny:

nuzlu=size(uzly,1)
nprutu=size(pruty,1)
npodpor=size(podpory,1)
nsil=size(sily,1)

Velikost tlohy:

velikost = nuzlu*ndof

9.0.5 Kobdova cisla

Prut 1 (uzly a=1,b=2):
[ul,vl,u2,v2] = [1,2,3,4]

Prut 2 (uzly ¢=3,b=2):
[u3,v3,u2,v2] = [5,6,3, 4]
Sestavime kodova ¢isla:
kcis=zeros (nprutu,ndof*puzlu);

for i=1:nprutu
for j=1:puzlu

for k=1:ndof
kcis(i, ((j-1)*ndof+k))=(pruty(i,j)-1)*ndof+k ;
end
end
end

9.0.6 Vypocet: nulovani K, U, F

K = zeros(velikost);
zeros(velikost,1);
zeros (velikost,1);

e I =
o
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9.0.7 Vypocet: sestaveni K

for i=1:nprutu
% TADY BUDE sestaveni lokalni matice tuhosti:

% TADY BUDE transformace do glob. souradnic:

% TADY BUDE samotna lokalizace:
end

9.0.8 Vypocet: sestaveni lokalni Ke

dx = (uzly(pruty(i,1),1)-uzly(pruty(i,2),1));
dy = (uzly(pruty(i,1),2)-uzly(pruty(i,2),2));
L = sqrt(dx"2 + dy~2);

S=[1 0 ; 1 L];

B=[0 1];

D=[E];

Si=inv(8);

Kel=A*L*Si’*B’*D*B*Si;

Keg=[Kel(1,1) 0 Kel(1,2) 0 ; 0 0 0 O ;
Kel(2,1) 0 Kel(2,2) 0 0 0 0 0 ];

9.0.9 Vypocet: transformace Ke do globalnich souradnic

% Transformace:

s = dy/L;
c = dx/L;
T=[cs00; -sc00O0;

00cs;00-scl];

Ke = T’ x Keg * T;

9.0.10 Vypocet: lokalizace do K

for j=1:(puzlu*ndof)

for k=1:(puzlu*ndof)
K(kcis(i,j),kecis(i,k))=K(kcis(i,]),kcis(i,k))+Ke(j,k);
end

end
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9.0.11 Vypocet: podpory

for i=1:npodpor
iuz=podpory(i,1);
ismer=podpory(i,?2);
pos = (ndof*(iuz-1))+ismer;
u(pos) = u(pos)+podpory(i,3);
for j=1:velikost
K(pos,j) = 0.0 ;

K(j,pos) = 0.0 ;
end
K(pos,pos) = 1.0 ;

end

Uvedeny algoritmus funguje jen pro pevné podpory (s nulovym posunutim). Pro
predepsand posunuti v fadku ¢ (popusténi podpor by bylo jesté treba):

1. doplnit do vektoru u prislusSnou hodnotu posunuti u;,

2. hodnoty v i-tém sloupci matice K vynasobit hodnoutou u; a odeéist od vektoru
F,

3. na diagonalu matice K v i-tém fadku dosadit 1 ,

4. do vektoru F v i-tém radku dosadit u; .

9.0.12 Vypocet: zatizeni

Predpokladame jen sily v uzlech:

for i=1:nsil
iuz=sily(i,1);
ismer=sily(i,2);
pos = (ndofx*(iuz-1))+ismer;
F(pos) = F(pos)+sily(i,3);
end

9.0.13 Vypocet: soustava rovnic
Vyfesime soustavu rovnic (je-li vSe dobfe, tak jsou linearni):
u=K\F

Vektor u obsahuje hledana posunuti.
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9.0.14 Vysledky: vypocet na jednotlivych prvcich

for i=1:nprutu
ue = zeros(puzlu*ndof,1);
uel = zeros(puzlu*ndof,l);

% TADY BUDE ziskani lokalnich vektoru deformaci:
% TADY BUDE transformace:
%» TADY BUDE matice tuhosti (jen lokalni):
% TADY BUDE vysledeK - sily v prutech:
end

9.0.15 Vysledky: lokalni vektory deformaci

% Ziskani lokalnich vektoru deformaci:

for j=1:(puzlu*ndof)
ue(j) = u(kcis(i,j));
end

9.0.16 Vysledky: transformace lokalnich vektord deformaci

Vektory prevedeme do lokalniho systému souradnic:

dx2 = (uzly(pruty(i,1),1)-uzly(pruty(i,2),1))"2;
dy2 (uzly(pruty(i,1),2)-uzly(pruty(i,2),2))"2;
L = sqrt(dx2 + dy2);

sqrt (dy2)/L;

sqrt (dx2) /L;

T=[cs00; -scO00;
00cs;00-scl];

uel = T * ue;

9.0.17 Vysledky: lokalni matice tuhosti

S=[1 0 ; 1L];

B=[0 1];

D=[E];

Si=inv(8);

Kel=A*L*Si’*B’*D*B*Si;

Keg=[Kel(1,1) 0 Kel(1,2) O ;
0000 ;
Kel(2,1) 0 Kel(2,2) O
0000O01];
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9.0.18 Vysledky: koncové sily na prutech

Fe = Keg * uel

9.1 Doplnéni: matice tuhosti K

Vlastnosti matice tuhosti konstrukce (v tilohach linearni pruznosti):
» pozitivné definitni (jen pokud je konstrukce fadné podeprena!),
« symetrickd podle hlavni diagonaly (vyplyva napr. z Bettiho véty),
o Fidka, zpravidla pasovéa (obsahuje velmi mélo nenulovych ¢lent).

Uvedenych vlastnosti vyuzivaji efektivni fesice soustav rovnic. Priklad rozlozeni
nenulovych prvka v matici tuhosti je uveden na nasledujicim obrazku:

u“'r.!. a-';'!t




9.2 Ukoly k procviéeni

o Ve vhodném software, napt. GNU Octave http://www.octave.org nebo MATLAB
http://www.matlab.com sestavte vypocetni program pro feSeni prihradovych
konstrukei.

o Oveérte, zda ziskané vysledky odpovidaji vysledkiim vypocéitanym na zakladé
zasad statiky.
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Kapitola 10

Odvozeni kone¢ného prvku pro
rovinny problém

Neznamé parametry deformace tedy budou: u, v v kazdém uzlu.

Tj. celkem Sest nezndmych uzlovych parametri na kone¢ném prvku:

T
{Ul, U1, U2, V2, U3, U3} .

Geometrické rovnice:

ou v ou Ov
= o Y 10.1
c ox “y Jy Toy dy + ox (10.1)
Maticové (€ = 8T u):
f)
Ex yos g u
o= 0 5 { . } (10.2)
f)
f}/my 8_y or

E

or = 1T 2 (€x+ 1 &y) (10.3)
E

A — (ey + p &) (10.4)
E

Te = Ve 10.5

92



Maticové (o =D e):

Oz E 1w 0 €z
oy ¢ =1 g | H 1 0 Ey (10.6)
Ty a 0 0 %(1 - :u) Yoy
Fyzikélni rovnice (rovinna deformace):
E
Oz = [(1—p) ex+ pgy]
(14 ) (1 = 2p) !
E
o, = per+ (1 —p) ey (10.7)
! (14 ) (1 = 2p) | !
E 1
Te — Y _(1 _:u)
(L4 )1 —2p) ™ 2
Maticové (o =D e€):
Oy E I 2 . H 8 Ex
Oy (= H —H Ey
1+ 1-2
Tay ( N)( ,u) 0 0 %(1 _ N) Vey
Aproximace neznamych uzlovych posunuti:
u(z,y) = ay x+az y+as (10.8)
v(z,y) = apx+asy+ag (10.9)
Maticové (u = U a):
( )
3]
az
ul|l |2y 1000 as
{U}_{OOOJJyl ay (10.10)
as
. %6 )
Aproximace neznamych uzlovych posunuti v uzlech 1, 2, 3 (r =S a):
( Uy ) [ 1 Y1 1 0 0 O ] ( aq )
U1 0 0 O 1 Y1 1 ag
U2 | x2 Y2 1 0 0 0 as
V2 N 0 0 O T2 Yo 1 Qg (1011)
Us s Ys 1 0 0 0 as
\03) _0001’3y31_ \a6)
Kombinaci vztahtt € = 87 ua u= U a vznikne € = B a, kde B = 87 U:
( a )
e, a2
Ex 7 0
_ |9 2 zy 1 000 as _
= o Yl1lo00azy 1] a (10.12)
Ty dy Oz as
L %6
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Kombinaci vztahtt € = 87 ua u= U a vznikne € = B a, kde B = 87 U:

(
a1

45)
as
Gy
as
Qe

@m

Il
o O =
_ o O
o O O
_— o O
S = O
o O O

Zr=Saplyne:a=S"'r.
Pak:e =B S~ 'r.

Potencialni energie vnitinich sil:

1 1
Hi:—/sTadV:—/sTDst
2 Jv 2 Jv

Potencialni energie vnéjsich sil:

He——/XTrdV—/pTrdS.
14 S

Potencialni energie soustavy:

== /sTDst—/XTrdV—/pTrdS.
2 1% 1% S

Po dosazeni za € a vytknuti r:

1
M=-r" /S1TBTDBS1dVrT—/XTdVr—/pTdSr.
2 Vv 174 S

Strucné: )
HzﬁrTKr — F'r.

Aplikaci Lagrangeova varia¢ntho principu (0 Il = min.) na (12.13):

Kr = F,

kde K ...matice tuhosti konecného prvku:

K:/ STTBTDBS!'avV,
14

F ...zatézovaci vektor koneéného prvku:

F:—/XTdV —/pTdS.
\% S

Pro studovany konecny prvek:

K=tASYBTDBS!,

kde t . ..tloustka koneéného prvku.

F=X+p.
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10.1 Analyza konstrukce

Z K. ar, a F, jednotlivych prvku (e je ¢islo prvku) sestavime K a r a F celé
konstrukce a neznamé urc¢ime resenim soustavy rovnic:

Kr=F. (10.24)

10.2 Vypocet vysledki na konecnych prvcich
1. z vektoru r celé konstrukce sestavime vektory r. jednotlinych konec¢nych prvki

2. pro kazdy prvek stanovime pomérné deformace:

e.=BS'r,

3. pro kazdy prvek stanovime napéti:
o.=De.ncbooc.=DB S 'r,

10.3 Diskuse: spojitost a vystiznost vysledki

Pouzita aproximace posunuti:

u(z,y) = ar+ayy+ag

v(z,y) = agx+asy+ap
Tedy polynom 1. stupné pro posunuti:

e spojité deformace r

e protoze € = 9 r, konstantni pomérné deformace (po derivaci snizeni na
polynom 0. stupné)

« protoze o = D g, konstantni napéti (polynom 0. stupné)
V pripadé odvozeného konec¢ného prvku tedy bude platit:

o pro uvedeny prvek jsou deformace aproximovany ,linearné®,
o pomérné deformace a napéti jsou na prvku konstantni,

o pro presndjsi vysledky = hustsi sit konecénych prvki.

[lustrace vyslednych napéti na sténé analyzované s vyuzitim popsaného konecného
prvku pro dvé hustoty sité:
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UFEM 0.2.53d UFEM 0.2.53d
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- 1.49088¢+03

- 1118166403

- 745442¢402

- 372721e402

- 0,00000¢+00

ko« [

06.01.2011

10.4 Uloha k procviéenti:

o Navrhnéte tpravu vypocetniho algoritmu tak, aby byl schopen tesit jednoduché
stény.
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Kapitola 11

Nosné desky

11.1 Zakladni predpoklady

Deska je téleso, které ma jeden rozmér mnohem mensi nez rozméry zbyvajici. Zatizeni
desky je orientovano vyhradné kolmo k jeji stfrednicové roviné.
V dalsim textu bude predpokladéana Kirchhoffova teorie ohybu tenkych desek:

,technicka teorie“ ohybu tenkych desek,

jednotlivé vrstvy desky na sebe netlaci o, = 0,

normalova napéti ve strednicové roviné jsou nulova,

body ve stiednicové roviné se mohou pfemistovat pouze ve sméru osy z,

normaly stfednicové roviny ztstavaji i po deformaci pirimé a kolmé k této roviné.

11.2 Deformace a pomérné deformace na desce

(11.1)
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ou J*w

T or T Yo
Yo gy T oy

= @—l-@— 22(9_11:
Ty oxr 0Oy dy

11.3 Fyzikalni rovnice na desce

Budeme predpokladat linearni isotropni material:

E E 0*w 0*w
UJ: - 1_H2(€I+M€y):_1_ﬂ2 ax2+:u ayQ
E e, + ) E 0*w N 0*w
Y 1—p2Y a 1 —p? \ 0y? ey
E 0?
Toy = Gry=— v

)

11.4 Vnitrni sily na desce

Momenty:

t/2 Pw  Pw
my, = 0y 2 drx =—D ——i—u—),
/—t/2 (axQ dy?

t/2 Pw 0w
My /t/2 Ty (N Ox? " 53/2) ’

t/2 82w
Mgy = Tey 2 dr = —D (1 — p) )
Y /_t/2 Y Oz y

kde D je deskova tuhost:
Et?

D=——""_
12(1 — p?)
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Posouvajici sily:

t/2 0w OPw
. de=—p (LY 7Y 11.12
. // az (arS *axayﬂ) (11.12)
t/2 w 0w
_ Y L 11.1
o // e (8x3 *aﬁay) L)

11.5 Odvozeni konecného prvku pro tenkou desku

X
4 /|3
1 y

2
/Wl WZ/

Nezndmé parametry deformace: w, ¢, ¢, v kazdém uzlu.

Tj. celkem dvanact neznamych uzlovych parametri:

_ T
r= {wlu P15 ()Oy,h W2, P2, @y,Qa W3, Pz,3, Soy,3} )

SDZ',Z - ax 9 ()Oy,l - ay .
Geometrické rovnice:
0*w 0*w B
51’:_@7 5y__a_y27 Tey =
Maticové (e = 8T u):
82
€y —%
€y oy { w }
Ty _Qaiay
Fyzikalni rovnice (bez ¢y, ¢,!):
E h? (e + )
my = € €
12(1 — p?) e
E n? (e, + )
m, = € €
voT o1 — g2y v A
E h?
My = T
) 24(1 _'_ 2) ’y Yy
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Maticové (o =D e):

m 1w 0 €
T E h3 T
my P = po 1 0 Ey (11.19)
1201 - 12) 1
My 00 3(1—p) Vay
Neznama uzlova posunuti:
w w
ow
Po P =14 52 (11.20)
ow
Py oy
Aproximace neznamych uzlovych posunuti:
w o= a1 +ay T+asy—+ay 2+ as vy + ag Y (11.21)
+ a7 2° +ag 2y + ag Ty + awy’ + a2’y + appay’
Ve = ag+ 2047 + asy + 3arz? + 2agTy + a9y2 + 3a11x2y + a12y3
Yy = —az— asxr — 2agy — asxr® — 2a92y — 3a10y2 —apz® — 3a12:1:y2
Maticové (u = U a): {w, pu, y}t =
.
a1
a2
as
Gy
1 2 vy 22 zy v 22 2% xy® P 2y ay ZS
01 0 2z y 0 322 2y 9> 0 322y 398 a6
00 -1 0 -2 =2y 0 —22 —ay 3y? 3 —3zy? a7
8
Qg
aio
ai
\ a/12 Vg
(11.22)

Aproximace neznamych uzlovych posunuti v uzlech 1, 2, 3, 4 (r =S a):
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T __
{w17 P15 ()Oy,b W2, P2, @y,Qa w3, Pz, 3, pr,?n Wy, Px.4, SOyA} -

o7t wy ¥ @ @iy wyd o Y aiy my
1 0 2xm w 0  3z% muy P 0 322y, 3y}

0 -1 0 -z —2y1 0 —27 —my 3y7 -z —3my?

Ty Yo X5 TaYo Y5 T TiYs  Tays  Ys  TaYa T2y
1 0 2z s 0 322 xys y2 0 323y, 3y

0 -1 0 —m -2y 0 —22 —moyp 3ys —a3 —319Y3

Ys x§ T3Y3 y% x% x?,yg x3y§ yg’ x%ys Isyg
1 0 2x3 w3 0 322 x3y3  y3 0 3x3ys 3y

0 -1 0 —m3 —2y3 0 —25 —m3y3 3y5 —x5 —3a3y3

Ty ys X ways  Yi o wh Tiya w4yl yio wiys Tyl
1 0 224 0 3z} wuys Y2 0 3a%ys  3ys

0 -1 0 —m4 —2ys 0 —23 —myys 3y —x5 —3wgy?

—
8
=

OO OO, OO ~,OO
S
w

T ( 3\
a1

a2
as
Gy
as
Qe
az
as
Qg
a10
ail
4 U a2

(11.23)

Kombinaci vztahtt € = 87 ua u= U a vznikne € = B a, kde B = 87 U.

Zr=Saplyneea=S'rae=BS'r.
Potencialni energie vnitinich sil:

1 1
Hi:—/eTadV:—/eTDedV
2 Jy 2 Jy

Potenciélni energie vnéjsich sil:

He:—/XTrdV—/pTrdS.
v s

Potencidlni energie soustavy:

== /eTDedV—/XTrdV—/pTrdS.
2 14 14 S

Po dosazeni za € a vytknuti r:

H:er /s1TBTDBS1dvrT—/XTdvr—/pTdsr.
\% \% S

2
Strucné: )
H:§rTKr — FT'r.
Aplikaci Lagrangeova varia¢niho principu (0 II = min.) na (12.13):
Kr = F,

kde K ...matice tuhosti kone¢ného prvku:
K:/ STBTDBS'dV,
1%

F ... zatézovaci vektor konecného prvku:

F:—/XTdV —/pTdS.
\% S
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Pro studovany konecny prvek je vhodné pouzit numerickou integraci ve 2D, protoze
matice B obsahuje proménné z,y a jeji obecné vycisleni je pracné.

K=t / STTB"DBS'dA4, (11.32)
A

kde t . ..tloustka koneéného prvku.

F=X+p. (11.33)

Je vhodné pripomenout, Ze integrace na obecném ctyitihelniku neni zcela snadna,
proto je vhodné bud pracovat s prvky tvaru ¢tverce nebo obdélnika, pfipadné pouZit
izoparametrické prvky, které budou uvedeny v dalsim textu.

11.6 Uloha k procviéent:

e V sestevném programu pro vypocet stén najdéte casti, které by vyzadovaly
zménu, aby s nimi bylo mozné tesit nosné desky.
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Kapitola 12

Konec¢né prvky pro reseni 3D tloh

12.1 Geometrické vztahy ve 3D

Maticové (e = €0 u):

= 7 0 0
c 0 2 0
Yy oy
€, 0 0 % U
Yyz dz OJuy
Yea 2 0 =
\ Tzy ) i % é%r 0 ]

12.2 Fyzikalni vztahy ve 3D

Maticové (o0 = D &) pro linearné pruzny materil:

( 3

oy - 1 T 0 0 0 e,
P — A 1—p  1—p 1-2 4 €z
Tyz 0 0 0 2(1—p) 17(2) } 0 Vyz
Tex 0 0 0 0 2w (; Vex
\ Tzy ) |0 0 0 0 0 2(775) 1 Uy )
E(1 -
A= (1—p) (12.2)

(L+p) (1=2p)

12.3 Odvozeni konec¢ného prvku
pro 3D tulohy

Odvozeni konec¢ného prvku je analogické odvozeni konecného provku pro rovinny
problém, hlavni rozdil je v poctu neznamych v prostoru.
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Neznamé parametry deformace: u, v, w v kazdém uzlu.

Tedy prvek méa celkem dvanact neznamych uzlovych parametri:

T
{uh U1, W1, U2, V2, W2, U3, V3, W3, Ugq, V4, w4} .

Aproximace neznamych uzlovych posunuti:

wz,y) = mrt+arytazz+tas
v(z,y) = asxr+agy+arz+as

w(x,y) = ag T+ aw Y+ an 2+ a2

Maticové (u = U a):

U ry 21 00000000
v »=100002z9y 210000
0 000O0O0OO0O0OQZwy=zl1

Aproximace neznamych uzlovych posunuti v uzlech 1, 2, 3, 4 (r =S a):

(up ) 21y oz 1 0 0 0 0 0O O 0 O
vy 0O 0 0 0 zy y7 o 1 0 O O O
wq 0O 0 00 0 0 0 0 =z y1 21 1
U9 To Y 22 1 0 0 0 0 O 0O O O
Vg 0 0 0 0 3 yo 22 1 0 0 0 O
W - 0O 0 00 0 0 0 0 =z yo 2o 1
us o T3 Ys =z3 1 0 0 0O 0 O 0 0 0
V3 0 0 0 0 z3 y3 23 1 0 0 0 O
ws 0O 0 00 0 0 0 0 23 yz3 23 1
Uy Ty Yo 24 1L 0 0O 0O O O O O O
Uy 0 0 0 0 4 y4 24 1 0 0 0O O

L W4y ) i 0 0 0O 0 O 0 0 O Ty Ys 24 1
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45]
¢5)
as
Gy
as
Qe
az
as
Qg
a10
a1
12

.

Vs

a
¢5)
as
Qy
as
Qe
az
as
Qg
@10
a11
12

)

(12.3)
(12.4)
(12.5)

(12.6)

(12.7)



Kombinaci vztahti € = 8 u a u = U a vznikne € = B a, kde B = 87 U:

( 3\

a1
a2
as
(e, ) (1.0 00 000O0O0GO0UO0 O] ay
Ey 000O0O0OT1O0O0OO0OO0DO0ODQ 0 as
ez L_[0OO0OO0OO0OO0O0OO0OO0OO0OO0OT1O0 ag (12.8)
Y- [ {0 000O0O010O0O0O00O0 az '
Ve 00100O0O0O0O1O0O00O0 as
L Vey 01001000000 0] ag
a10
aii
L 412
Zr=Saplyne:a=S"'r.
Pak: e = B S~'r.
Potenciélni energie vnitinich sil:
1 T 1 T
== [ eocdV==- [ e DedV. (12.9)
2 Jy 2 Jy
Potencialni energie vnéjsich sil:
Hez—/XTrdV—/pTrdS. (12.10)
1% S
Potencialni energie soustavy:
1
H:—/sTDedV—/XTrdV—/pTrdS. (12.11)
2 Jy v S

Po dosazeni za € a vytknuti r:

I =

DN | —

r’ /S—lTBTDBs—ldvrT—/XTdvr—/pTdsr. (12.12)
\% \% S

Strucné: )
=3 r" Kr — F'r. (12.13)

Aplikaci Lagrangeova varia¢niho principu (0 I1 = min.) na (12.13):
Kr = F, (12.14)

kde K ...matice tuhosti konecného prvku:
K= / STTBTDBS'daV, (12.15)
v
F ...zatézovaci vektor koneéného prvku:

F:—/XTdV—/pTdS. (12.16)
\% S
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Pro studovany kone¢ny prvek (B,D,S™! obsahuji jen konstanty):

K = S_lTBTDBS_l/dV,
1%

K = vsT"BTDBS .
F=X.

12.4 Analyza konstrukce

(12.17)

(12.18)

(12.19)

Z K. ar, a F, jednotlivych prvku (e je ¢islo prvku) sestavime K a r a F celé

konstrukce a neznamé urcime fesenim soustavy rovnic:

Kr=F.

(12.20)

12.5 Vypocet vysledkti (napéti a deformaci) na

konec¢nych prvcich

1. z vektoru r celé konstrukce sestavime vektory r. jednotlinych kone¢nych prvki

2. pro kazdy prvek stanovime pomérné deformace:
e.=BS'r,

3. pro kazdy prvek stanovime napéti:
oc.=De.nechooc,=DBS!r,

12.6 Uloha k procviceni:

e V sestevném programu pro vypocet stén najdéte casti, které by vyzadovaly
zménu, aby s nimi bylo mozné tesit konstrukce pomoci objemovych prvkii.
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Kapitola 13

Izoparametrické konec¢né prvky

e Proces tvorby matice tuhosti koneé¢ného prvku probiha na jednotkovém obrazci
(¢tverec, krychle) v jednotkovych souradnicich (n, £, ()

« Pomoci zvolenych funkei se jednotkovy obrazec (1, £, () zobrazi na skuteény
tvar prvku (z, y, z)

» Funkce pouzité pro zobrazeni se pouziji i jako aproximace hledané velic¢iny

13.1 Jednotkovy konec¢ny prvek

o Délka strany prvku je 1 +1 =2

» Pouzijeme prirozené souradnice s,t (v literature ¢asto napt. i &,7)

13.2 Jednotkovy a skuteény prvek

Vztah mezi x a s:

T = Z Ni(s) x, (13.1)

kde N; jsou tvarové funkce .
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13.3 Tvarové funkce
i T ]

I e——— T ——— |

I 1
1 2 1 2 3 2 3

Aby bylo mozné pouzit rovnici (13.5), musi tvarové funkce N; nabyvat:
e v bodé 7 hodnoty 1,

» ve vSech ostatnich bodech hodnoty 0.

13.4 Vyjadreni polohy bodu
T = Z Ni(s) x, (13.2)

Pro uvedeny trojuzlovy prvek:

x = Ni(s) 1+ Nao(s) g + N3(s) x3 (13.3)

13.5 Ukazka pouziti

Volba tvarovych funkci pro zobrazeny pripad:

N, — _3(1 —5)
2

Ny, = (1-35% (13.4)
s(1+s)

N3 =

Tedy:

$:N1$1+N2$2+N3$3:— (

0.5(1 — 0.5)
2

0.5(1+ 0.5)

04 (1—-0.5%) 3+ 5

p=— 8 = 5.88

Pro kontrolu:

0(1 —0)
2

o5 = 0) = — 0(1+0)

04 (1—0%) 3+
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13.6 Vyjadreni neznamych posunuti

U= ZNZ»(S) U,

Pro uvedeny trojuzlovy prvek:

u = Ni(s) up + No(s) ug + N3(s) us

13.7 Trojuzlovy prvek prihradoviny

Jednotkovy a skutecny prvek:

Nezndméa posunuti:

x1 X2 My x3

1 ul 1 u2 | |

; == ;i = =

Na prvku budeme uvazovat celkem t¥i nezndmd posunuti u = {uy, us, uz}”’

Volba tvarovych funkci:

s(1—s
No_ s0-9)
2
N2 = (1—82)
s(1+s
N, = S0+9)
2
Tedy:
]_ _
.%‘:Nl [L’1—|—N2 JI2+N3 $3:—S( 9 S) l’1+(1—82) To +
Maticoveé:
x1
{l’} = [ N1 N2 Ng ] )
z3
X
{37} — [ _8(12—8) (1 o 52) s(l;—s) i| T
x3
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Aproximace posunuti u (stejnymi funkcemi jako x):

u = Z]\Q(S) u;, (13.10)

s(1—s s(1+s
u = N1U1+NQUQ+N3U3:—( )U1+(1—S)U2+ 5 )U3
Maticoveé:
Uy
{u} = [N1 No N3 |q u (13.11)
us
Uy
fup = [0 o) ],
us
Pomérné derivace:
e =0u (13.12)
tedy:
du O “
_ U 00T sas) g2y s(is) } 13.13
e= o= Y - L (13.3)
Uus
a po derivaci:
Uy
e=[ 20 oy 202 8y, (13.14)
ox oz ox
us
struéné e = B uw:
Uy
e=[% T Wl w (13.15)
Uus
Problém: Ve vztazich pro ¢ je 8(;;@-7 ale N; je funkci s.
Plati (z deriva¢niho poctu):
= - 13.16
Ox Js Oz ( )
Podle rovnice (13.5):
x = Z Ni(s) x;
Derivaci vztahu (13.5):
- = = 13.17
ds - 9s ( )

Vyraz (obecné matice) J je nazyva Jakobian tranformace.
Ze vztahu

dx

g

ds
vyjadrime ds:
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1
ds = — dx

J
Poznamka: Obecné bude misto % inverzni matice: J~1.
Ze vztahu
or  Os Ox
A 1
Os=—=20
s 7 T
plyne:
ON; B ON; 1
or  Os J
Poznamka: Obecné bude misto % inverzni matice: J~1.
Pomoci vztahu (13.19) vyjadiime matici B:
1
_ T 8Ny ONa ON3 ] _ ON1  ONa  ON:
B_[B_xl 8_9028_:1:3}_7[851 832 853}
Tedy:
Lron, on, on .
{E}Zj[a—; G2 9] w
us
Nebo:
Uy
e = [ S22 (gg) (429 ] Us
us

Znéme-li € = Dr:

1 ,
@=30% % %) w,,

miuizeme zapsat vztah pro vypocet potencidlni energie vnitinich sil:

1 1
I, = —/ e'DedV = —rT/ B’DB dV r,
2 \% 2 \%

a pro matici tuhosti prutového prvku:

x3
K= A/ B DBdx.

x1

(13.18)

(13.19)

(13.20)

(13.21)

(13.22)

(13.23)

vvvvvv

konecnych prvku (prakticky pouzitelnych - 2D, 3D) to obvykle mozné neni, proto se

vyuzivd numericka integrace, nejcastéji Gaussova integracni formule:

K=A Emj B’DBuj;,
=1

kde w; je vaha integracniho bodu, m je pocet integrac¢nich bodi.
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13.8 Izoparametrické prvky pro rovinny problém

y n
3 Ay 3
1.0
4
g
1.0
AN 1(/ \)2
2
+ ¥
&
! X 10 10
Tvarové funkce pro zobrazeny ctytuzlovy prvek:
1
Ni(€,m) = 3 (1 + &&)(L +mma), (13.25)
Y n
7 6 5
> -~ (€ S))
1.0
7 6 8 4
4
3
1.0
8 -~ & <)
1 2 3
2 3
+ k
&
1 X 1.0 10

vvvvvv

Tvarové funkce pro vrcholy:

Nig,n) = 701+ 61+ mm)(€ &+ — 1), (13.26)
pro stredy stran

&

NiEn =S+ Ta e - (a2

Vyse uvedené izoparametrické konecné prvky se bézné pouzivaji ve vypocetnich
programech (napt. ANSYS, ABAQUS aj.).
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13.9 Uloha k procviceni

o Na Internetu vyhledejte software pro feseni tloh statiky stavebnich konstrukei,
ktery vyuziva izoparametrické koneéné prvky.
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Kapitola 14

Konec¢né prvky na pruzném
podlozi

V dal$im textu uvazime jen tyto pripady:
o modely podlozi,

e deska na Winklerové pruzném podlozi.

14.1 Obvyklé modely podlozi

e pruzny poloprostor
o vrstevnaty pruzny poloprostor

« kontaktni modely (Winkleriv, Pasternakiv)

14.2 Pruzny poloprostor
o vychézi z predpokladu teorie pruznosti,
o pruznd oblast ohrani¢end jen z jedné strany (,,povrch poloprostoru®),
e homogenni, obvykle izotropni material: F, v.
Pro feseni pomoci metody konecnych prvki mizeme uvazit tyto pripady:
o modelovani jen ,dostateéné velkého“ vyseku poloprostoru,
» modelovani jen vyseku poloroviny pro tlohy rovinné deformace,

« vrstevnaty poloprostor: rizné vlastnosti kone¢nych prvki.
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14.3 Kontaktni modely podlozi: Winklertiv model

1T
$ 5222
[RIEER)
p(X.y)

TITT>

i

-

Winklerav model:

q(z,y) = C w(z,y) (14.1)
C' ...soulinitel stlacitelnosti podkladu [5] .

14.4 Deska na Winklerové podkladu

o v MKP se obvykle tuhost podlozi rozlozi do uzla

e mna obdélnikovém prvku napft.:
1
K=-Cybh
1Y

e mozno pouzit i ,,rucné“ pokud to vypocetni program nepodporuje

» napriklad program ANSYS: prvek SHELLG3, , realna* konstanta EFS

b

e vypocet ,matice tuhosti podlozi” pomoci tvarovych funkci N:
Ke:Cl/NTNdA,
A

kde C je konstanta Winklerova podkladu
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e pro ¢tytuzlovy obdélnikovy prvek:

1
K==
401bh

14.5 Uloha k procviceni:

o Uvazte ptipad, kdy je obdélnikova deska o rozmérech 4x4dm zatizena po celé
své plose konstantnim plosnym zatiZenim ¢ = 12 kN/m? Konstanta C' =
2 000 000 % Navrhnéte postup, jak co nejjednoduseji vypocitat deformaci
ve stfedu této desky.
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Kapitola 15

Programy pro vypocty metodou
konecnych prvki

K fteseni tloh metodou koneénych zpravidla vyuzivame existujici programy. Ty se
deli do nékolika skupin:

» Akademické programy (Casto dostupné véetné zdrojovych kodi, zkuseny uzivatel
je proto muze ménit a vylepsovat): napr OOFEM, uFEM.

o Obecné programy a programové baliky (obvykle komer¢ni): napi. ABAQUS,
ANSYS, COMSOL, NASTRAN (vypocetni jadro NASTRAN je dostupné
véetné zdrojovych kodi, nicméné nadstavby jsou k dispozici jiz jako komercni
programy ruznych vyrobct)

e Specializované programy pro konkrétni oblast, ¢asto uréené pro konkrétni region
(optimalizované s ohledem na platné normy, navrhové zvyklosti aj.): napt. pro

Ceskou republiku a kokoli jde o programy pro navrhovani stavebnich konstrukei
SCIA Engineer, RFEM, pro tlohy tepelné techniky TEPLO, AREA,. ..
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