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2.2 Základńı veličiny v teorii pružnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.2.1 Vektor posunut́ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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2.3 Geometrické vztahy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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2.5 Vzájemnost smykových napět́ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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7.5 Variačńı úloha . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
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8.5 Analýza konstrukce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
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10.1 Analýza konstrukce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
10.2 Výpočet výsledk̊u na konečných prvćıch . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
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11.2 Deformace a poměrné deformace na desce . . . . . . . . . . . . . . . 97
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Kapitola 1

Informace o předmětu

Ćıle předmětu vyjádřené dosaženými dovednostmi
a kompetencemi
Student źıská po absolvováńı předmětu dovednosti a znalosti v následuj́ıćıch oblas-
tech:

• dovednost aplikovat základńı numerické postupy v problémech stavebńı mecha-
niky,

• znalost základnách princip̊u a postup̊u v metodě konečných prvk̊u a pochopeńı
jejich vlivu na přesnost a výstižnost řešeńı dosažitelných touto metodou.

Anotace
V rámci předmětu „Numerické metody ve stavitelstv́ı” se studenti seznámı́ se základńımi
postupy algoritmizace, které následně využij́ı pro pochopeńı vybraných postup̊u nu-
merické matematiky v aplikaci na úlohy stavebńı mechaniky. Zejména p̊ujde o práci
s polynomy, řešeńı soustav lineárńıch rovnic, numerické integrace a o využit́ı těchto
postup̊u při řešeńı statických úloh metodou konečných prvk̊u.

Povinná literatura
• Krejsa, M., Algoritmizace inženýrských výpočt̊u, učebńı texty v obrazovkové

verzi i ve verzi pro tisk, VŠB-TU, Ostrava, 2017.

• Brožovský, J., Materna, M. Metoda konečných prvk̊u ve stavebńı mechanice,
VŠB-TU, Ostrava, 2012. On-line: https://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/metoda konecnych prvku stavebni mechanika interaktivne.pdf

• Klaus-Jürgen Bathe, K.-J. Finite Element Procedures (2nd ed.). Klaus-Jürgen
Bathe. 2007.
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Doporučená literatura
• Press, W. H., Teukolsky, S. A., Vetterling, W. T., Numerical Recipes 3rd Edi-

tion: The Art of Scientific Computing 3rd Edition, Cambridge University Press,
2007

Forma zp̊usobu ověřeńı studijńıch výsledk̊u a daľśı
požadavky na studenta
Pr̊uběžné odevzdáváńı úkol̊u zadaných na cvičeńı v termı́nech stanovených vyučuj́ıćım,
obhajoba semestrálńıho projektu. Ṕısemný test, diskuse nad odbornými tématy, která
byla probrána v rámci přednášek.

Osnova:
1. Úvod do práce s matematickým softwarem. Zadáńı proměnných, práce s vektory

a maticemi, vytvořeńı skriptu.

2. Základy algoritmizace, vlastnosti algoritmu, elementárńı algoritmy.

3. Výpočet hodnot funkćı, tabelace a grafické znázorněńı, určeńı extrému funkce.

4. Řešeńı soustav lineárńıch rovnic př́ımými metodami, Gaussova a Gaussova-
-Jordanova eliminačńı metoda.

5. Řešeńı soustav lineárńıch rovnic s využit́ım iteračńıch metod, Jacobiova metoda,
Gauss-Seidlova metoda, metoda sdružených gradient̊u.

6. Numerická integrace určitého integrálu, obdélńıková, lichoběžńıková a Gaussova
metoda.

7. Energetické metody ve stavebńı mechanice, Ritzova metoda.

8. Základńı principy metody konečných prvk̊u, odvozeńı konečného prvku pro
řešeńı př́ıhradových konstrukćı.

9. Řešeńı rovinného problému metodou konečných prvk̊u.

10. Řešeńı tenkých desek metodou konečných prvk̊u.

11. Řešeńı prostorových úloh metodou konečných prvk̊u.

12. Izoparametrické konečné prvky, jejich výhody a nevýhody.

13. Modelováńı konstrukćı na pružném podlož́ı v metodě konečných prvk̊u.
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Kapitola 2

Úvod

V této kapitole jsou uvedeny vztahy, které si studenti osvojili v předchoźıch předmětech.
Kapitola je uvedena zejména pro zavedeńı jednotného označováńı veličin v tecxtu a
jako pomůcka pro připomenut́ı a dohledáńı zejména v předchoźıch semestrech méně
využ́ıvaných vztah̊u a rovnic.

2.1 Opakováńı: základńı předpoklady v lineárńı me-
chanice

Nejrve si připomeneme základńı předpoklady, které budou využity i v metodě konečných
prvk̊u:

• látka studovaného tělesa je spojitá

• látka je homogenńı (ve všech mı́stech stejné vlastnosti)

• látka je isotropńı (ve všech směrech stejné vlastnosti)

• látka se chová lineárně pružně (tzv. Hooke̊uv zákon)

• těleso je vystaveno jen malým deformaćım

Pokud plat́ı výše uvedené, pak lze při řešeńı úlohy použ́ıt:

• princip superpozice,

• princip úměrnosti.

Lineárně pružný materiál může být:

• isotropńı: ve všech směrech stejné vlastnosti,

• anisotropńı: v r̊uzných směrech r̊uzné vlastnosti,

• ortotropńı: r̊uzné vlastnosti ve vzájemně kolmých směrech.
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2.2 Základńı veličiny v teorii pružnosti
V daľśım textu budeme pracovat v karzézské soustavě souřadnic s osami x, y, z.

2.2.1 Vektor posunut́ı

z

x

u

v

w

y

Každý bodě prostoru se může posouvat ve 3 směrech.

u =


u
v
w

 (2.1)

2.2.2 Vektor deformaćı

yz

yx

z

y y

x

γ

xy

γ

ε

xz

xz

zx

zy

ε

γ
γ

γγ

ε

Předpokládáme 3 nezávislá poměrná prodloužeńı/zkráceńı a 3 nezávislá zkoseńı.

ε =



εx

εy

εz

γyz

γzx

γxy


(2.2)
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2.2.3 Vektor napět́ı
σ

σ

τ

τ

τ

τ
τ

τ

x

yy

z

yx

yz xy

xz

zx

zy

σz x

Předpokládáme 3 nezávislá normálová napět́ı a 3 nezávislá smyková napět́ı.

σ =



σx

σy

σz

τyz

τzx

τxy


(2.3)

2.3 Geometrické vztahy
Vyjadřuj́ı vztahy mezi posunut́ımi a deformacemi.

����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
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����������������
����������������
����������������
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����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������

0

y, v

x, u

A B

D C

β

αA’

D’

u

v
dx

u

x

dx

dy

−

−
x

v

B’

− dx
x

y

v

u
− dy

dy

C’

S využit́ım obrázku můžeme napsat:

εx = A′B′ − AB
AB

=
(x+ dx+ u+ ∂u

∂x
dx)− (x+ u)− dx
dx

= ∂u

∂x
(2.4)

Ostatńı normálové deformace budou mı́t analogický tvar:

εx = ∂u

∂x
εy = ∂v

∂y
εz = ∂w

∂z
, (2.5)
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a podobně je možné źıskat smykové deformace:

γyz = γzy = ∂v

∂z
+ ∂w

∂y
(2.6)

γzx = γxz = ∂w

∂x
+ ∂u

∂z
(2.7)

γxy = γyx = ∂u

∂y
+ ∂v

∂x
. (2.8)

2.4 Diferenciálńı podmı́nky rovnováhy
Diferenciálńı podmı́nky rovnováhy v metodě konečných prvk̊u při odvozováńı zpra-
vidla nevyuž́ıváme. Tyto podmı́nky však muśı být splněny v každém tělese, proto
mohou posloužit pro kontrolu.

yxyx

zx
zx xzxz

yz

yz

zy

τ

τ

τ

ττ

τ

τ

τ
τ

dx

zy

xy

σ’

y

’

x

’

xy

’τ

dz

dy

’

’

’

’

’τ

σ

σ

σ

σ

x

τ

z

z

y

σ

Na obrázku znač́ı:

σx‘ = σx + ∂σx

∂x
dx, τxy‘ = τxy + ∂τxy

∂x
dy, ... (2.9)

S využit́ım obrázku můžeme psát:

∑
Fi,y = (σ′

x − σx) dy dz + (τxy − τ ′
xy) dx dz + (τxz − τxz‘) dx dy = 0 (2.10)

a

(σx−σx−
∂σx

∂x
dx) dy dz+(τxy− τxy−

∂τxy

∂y
dy) dx dz+(τxz− τxz−

∂τxz

∂z
dz) dx dy = 0

(2.11)
A po úpravě:

∂σx

∂x
+ ∂τxy

∂y
+ ∂τxz

∂z
= 0 (2.12)

Finálně uprav́ıme do podoby:
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∂σx

∂x
+ ∂τxy

∂y
+ ∂τxz

∂z
+X = 0

∂τxy

∂x
+ ∂σy

∂y
+ ∂τyz

∂z
+ Y = 0 (2.13)

∂τzx

∂x
+ ∂τzy

∂y
+ ∂σz

∂z
+ Z = 0

kde X,Y , Z jsou tzv. objemové śıly (např. vlastńı t́ıha tělesa nebo prvku).

2.5 Vzájemnost smykových napět́ı
Uvedené vztahy obecně neplat́ı:

τyz = τzy,

τzx = τxz,

τxy = τyx.

Předpoklad o vzájemnosti smykových napět́ı se odvozuje z přibližného
splněńı momentových podmı́nek rovnováhy na elementu tělesa. Na smykové defor-
mace se pohĺıž́ı obdobně.

2.6 Fyzikálńı rovnice
Vyjadřuj́ı vztahy mezi napět́ımi a deformacemi.

2.7 Hooke̊uv zákon v 1D (tah/tlak):

F

L L∆

Αx

Pro úlohu prostého tahu nebo tlaku můžeme za předpokladu neměnnosti pr̊uřezové
plochy A psát:

εx = σx

E

Připomeňme si i daľśı souvisej́ıćı vztahy z předchoźıch předmět̊u:

εx = ∆L
L

= ∂L

∂x
(2.14)

σx = F

A
= E εx (2.15)
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2.8 Hooke̊uv zákon v prostoru:
V prostoru muśıme uvážit vliv deformace v daľśı směrech. Mı́ra tohoto vlivu může
být popsána součinitelem př́ıčné kontrakce ν:

εx = 1
E

[σx − ν (σy + σz)] , γyz = τyz

G

εy = 1
E

[σy − ν (σx + σz)] , γxz = τxz

G
(2.16)

εz = 1
E

[σz − ν (σx + σy)] , γxy = τxy

G

2.9 Shrnut́ı opakováńı
V teorii pružnosti potřebujeme nalézt 15 neznámých veličin:
3 složky posunut́ı u
6 složek deformaćı ε
6 složek napět́ı σ

A k dispozici máme 15 rovnic:
6 geometrických rovnic
6 fyzikálńıch rovnic
3 podmı́nky rovnováhy

2.10 Úkol k procvičeńı:
• Upravte geometrické a fyzikálńı rovnice tak, aby odpov́ıdaly 2D úloze rovinné

napjatosti (σz = τzx = τyz = 0).
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Kapitola 3

Matlab

Kapitola je zaměřena na:

• seznámeńı s uživatelským prostřed́ım systému Matlab,

• definici a správu proměnných,

• úvodńı ukázku tvorby algoritmu s využit́ım logického rozhodováńı.

Matlab [9] (viz obr. 3.1) je programové prostřed́ı využ́ıvaj́ıćı skriptovaćı progra-
movaćı jazyk pro vědeckotechnické numerické výpočty, modelováńı a návrhy algo-
ritmů. Nástavbou systému Matlab je Simulink — program pro simulaci a mode-
lováńı dynamických systémů, který využ́ıvá algoritmy Matlabu pro numerické řešeńı
předevš́ım nelineárńıch diferenciálńıch rovnic.

Název Matlab vznikl zkráceńım slov Matrix laboratory (volně přeloženo jako

”maticová laboratoř“), což vycháźı ze skutečnosti, že kĺıčovou datovou strukturou
při výpočtech v systému Matlab jsou matice.

Matlab je komerčńı software, takže v́ıtanou alternativou pro tvorbu algoritmů
s využit́ım kompatibilńıch př́ıkaz̊u a skript̊u je software nazývaný Octave, který je
zdarma ke stažeńı např. z [5]. Program Octave vznikl jako open-source a existuje tedy
v mnoha mutaćıch pro platformy Unix (Linux), Mac OS nebo MS Windows.

Samotný systém Matlab obsahuje řadu př́ıkaz̊u pro správu proměnných, základńı
operace algebry, výpočty s vektory i maticemi, a př́ıkazy vyšš́ı matematiky. Vzhle-
dem k poněkud rozsáhlým možnostem je k dispozici rozsáhlá nápověda, se kterou lze
pracovat s pomoćı př́ıkaz̊u obsažených v tab. 3.1.

Název proměnné Popis
help vyvoláńı obsahu nápovědy
help přı́kaz vyvoláńı nápovědy, vztahuj́ıćı se ke konkrétńımu př́ıkazu
lookfor výraz výpis všech položek nápovědy, které obsahuj́ı hledaný výraz
info informace o firmě MathWorks

Tabulka 3.1: Přehled př́ıkaz̊u souvisej́ıćıch s nápovědou

Matlab si uchovává přesnou reprezentaci veškerých č́ıselných hodnot, se kterými
pracuje. Na uživateli však zálež́ı, v jakém formátu jsou tyto hodnoty zobrazovány, k
čemuž využ́ıvá př́ıkaz format s př́ıslušnou specifikaćı podle tab. 3.2.
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Obrázek 3.1: Pracovńı plocha programu Matlab

Př́ıkaz Popis formátu Zobrazeńı č́ısla π v daném
formátu

format short pevná desetinná čárka, 5 zobra-
zených č́ıslic

3.1416

format long pevná desetinná čárka, 15 zob-
razených č́ıslic (typ proměnné
double), resp. 7 (typ single)

3.141592653589793

format shorte pohyblivá desetinná čárka, 5 zob-
razených č́ıslic

3.1416e+000

format longe pohyblivá desetinná čárka, 15 zob-
razených č́ıslic (typ proměnné
double), resp. 7 (typ single)

3.141592653589793e+000

format shorteng inženýrský formát, 5 zobrazených
č́ıslic a exponent

3.1416e+000

format longeng inženýrský formát, 16 zobra-
zených č́ıslic a exponent

3.14159265358979e+000

format rat vyjádřeńı výsledku formou
zlomku (implicitńı nastaveńı)

355/113

format hex zobrazeńı v šestnáctkové soustavě 400921fb54442d18

Tabulka 3.2: Přehled možných typ̊u formát̊u zobrazeńı č́ıselných hodnot
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3.1 Zadáńı proměnných
Základńım typem proměnné v systému Matlab je matice. Jednoduchá proměnná,
obsahuj́ıćı jednu hodnotu, je interpretována jako matice typu [1, 1]. Proměnné se
zadávaj́ı př́ıkazy, které se definuj́ı v př́ıkazovém řádku programu. Konč́ı-li př́ıkaz
středńıkem, výsledek př́ıkazu se nezobraźı. Pokud je součást́ı zadáńı základńı arit-
metická operace, lze pro ně využ́ıt symboly z tab. 3.3. Desetinnou čárku lze zadat
pomoćı tečky.

Definice proměnné prob́ıhá automaticky přǐrazeńım jej́ı hodnoty pomoćı rovńıtka,
např.:
a=5
b=2
c=a+b
d=’Výsledek’

Operace Symbol Př́ıklad
Součet + 4+11, a+b
Rozd́ıl - 18-5, a-b
Součin * 7.13*5, a*b
Pod́ıl (1

8) / nebo \ 1/8 = 8\1
Mocnina (28) ˆ 2ˆ8

Tabulka 3.3: Přehled symbol̊u základńıch aritmetických operaćı

Pro přǐrazeńı hodnoty proměnným lze využ́ıt i předem nadefinovaných speciálńıch
proměnných z tab. 3.4

Název proměnné Popis
ans proměnná, která obsahuje výsledek aritmetické operace
pi Ludolfovo č́ıslo π
inf označeńı pro nekonečno ∞
nargin počet vstupńıch parametr̊u dané funkce
nargout počet výstupńıch parametr̊u dané funkce
eps nejmenš́ı použitelné č́ıslo v daném formátu
realmin absolutně nejmenš́ı použitelné kladné reálné č́ıslo
realmax absolutně největš́ı použitelné kladné reálné č́ıslo

Tabulka 3.4: Přehled předem nadefinovaných proměnných

K dispozici je rovněž množstv́ı elementárńıch funkćı s jedńım vstupńım paramet-
rem. Přehled nejzákladněǰśıch je uveden v tab. 3.5.

3.2 Vektory a matice
K definici vektoru se použ́ıvaj́ı hranaté závorky. Mezery nebo čárky odděluj́ı prvky v
řádku, např.:
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Název funkce Popis
abs(x) absolutńı hodnota z x
cos(x),sin(x),tan(x) goniometrické funkce (parametr x v radiánech)
acos(x),asin(x),atan(x) inverzńı goniometrické funkce
exp(x) exponenciálńı funkce (x)
log(x) přirozený logaritmus x
log10(x) dekadický logaritmus x
sqrt(x) druhá odmocnina x

Tabulka 3.5: Přehled základńıch elementárńıch funkćı

u=[3 5 7]
v=[1,5,1+2,a,b,a+b]
w=[0,pi,2*pi]

K vytvořeńı vektor̊u lze využ́ıt i pokročileǰśıch technik, popsaných v tab. 3.6

Př́ıkaz Popis Výsledek
x=[1:5] vytvoř́ı řádkový vektor x, zač́ınaj́ıćı

hodnotou 1, konč́ıćı hodnotou 5,
přič́ıtá se hodnota 1

x=[1,2,3,4,5]

x=[2:3:11] vytvoř́ı řádkový vektor x, zač́ınaj́ıćı
hodnotou 2, konč́ıćı hodnotou 11,
přič́ıtá se hodnota 3

x=[2,5,8,11]

x=linspace(1,25,5) vytvoř́ı řádkový vektor x, zač́ınaj́ıćı
hodnotou 1, konč́ıćı hodnotou 25,
vektor obsahuje 5 prvk̊u

x=[1,7,13,19,25]

Tabulka 3.6: Př́ıkazy pro konstrukci vektor̊u

Definice matice se provád́ı podobným zp̊usobem, jak je tomu u vektor̊u. Řádky
se ale odděluj́ı pomoćı středńıku nebo klávesou <Enter>, např:

A=[1 2 3; a b a+b]
B=[1 2 3
a b a+b]

Matlab rozlǐsuje malá a velká ṕısmena v názvech proměnných. Př́ıkaz

A+a

vygeneruje pro předchoźı zadáńı matice A a proměnné a:

ans =
6 7 8

10 7 12

tzn., že ke každému prvku matice A se přičte obsah proměnné a, tedy hodnota 5.
K př́ımému generováńı matic nebo vektoru s předepsaným rozměrem lze využ́ıt

některé ze standardńıch funkćı systému Matlab, např.:
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I=eye(3)
O=zeros(2,3)
e=ones(1,4)

V prvńım př́ıpadě je vygenerována čtvercová matice s hodnotami 1 na diagonále a 0
mimo diagonálu. Následuje vytvořeńı matice, resp. vektoru s hodnotou 0 resp. 1 ve
všech jej́ıch prvćıch.

3.2.1 Př́ıstup k matićım a vektor̊um
Po vytvořeńı vektoru nebo matice se lze k jednotlivým prvk̊um odkazovat. V př́ıpadě
předchoźı matice A=[1 2 3; a b a+b] (konkrétńı obsah je tedy [1 2 3; 5 2 7]) jsou na
ukázku možné variace odkaz̊u popsány v tab. 3.7.

Př́ıkaz Popis Výsledek
A(2,1) prvek z 2. řádku a 1. sloupce matice A 5
A(2,[1 3]) 1. a 3. prvek z 2. řádku matice A 5, 7
A(1,1:3) prvky 1 až 3 na 1. řádku matice A 1, 2, 3
A(1,1:end) stejné jako předchoźı 1, 2, 3
A(1,:) stejné jako předchoźı 1, 2, 3
A(2,1:2:3) 1. a 3. prvek z 2. řádku matice A, a:b:c

definuje aritmetickou posloupnost s prvńım
prvkem rovným a, posledńım rovným c, b je
diference mezi sousedńımi prvky (pokud je
rovno 1, nemuśı se uvádět)

5, 7

A(1:end,2:end) 2. a 3. prvek z obou řádk̊u (submatice) 2, 3; 2, 7

Tabulka 3.7: Př́ıkazy pro př́ıstup k prvk̊um vektor̊u a matic

3.2.2 Maticové operace
S vektory i maticemi lze provádět maticové operace. Transponováńı matic se provád́ı
s využit́ım operátoru ’ (apostrof), např. př́ıkaz A’ transponuje p̊uvodńı matici A:

ans =
1 5
2 2
3 7

K provedeńı operaćı mezi jednotlivými prvky matice nebo vektoru se muśı umı́stit
znak . (tečka) před operátor. Např́ıklad pro dř́ıve zadaný vektor u=[3 5 7] je výsledkem
př́ıkazu u*u’:

ans = 83

kdežto po zadáńı př́ıkazu u.*u se zobraźı vektor:

ans =
9 25 49
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Podobně lze provádět i daľśı operace s vektory a maticemi prvek po prvku, jak je
pro obecně definované vektory a = a1, a2an; b = b1, b2bn a skalár c uvedeno v tab. 3.8.

Operace Př́ıkaz Výsledek
skalárńı součet a+c a1 + c, a2 + can + c
skalárńı součin a*c=a.*c a1 · c, a2 · can · c
vektorový součet a+b a1 + b1, a2 + b2an + bn

vektorový součin a.*b a1 · b1, a2 · b2an · bn

vektorové děleńı zleva a./b a1/b1, a2/b2an/bn

vektorové děleńı zprava a.\b a1nb1, a2nb2annbn

skalárńı mocněńı a.ˆc ac
1, a

c
2a

c
n

skalárńı mocněńı c.ˆa ca1 , ca2can

vektorové mocněńı a.ˆb ab1
1 , a

b2
2 a

bn
n

Tabulka 3.8: Operace s vektory a maticemi prvek po prvku

K dispozici je také několik maticových funkćı. Výčet nejzákladněǰśıch obsahuje
tab. 3.9.

Název funkce Popis
det(A) determinant matice A
inv(A) výpočet inverzńı matice k A
diag(A) výpis prvk̊u na diagonále matice A

Tabulka 3.9: Přehled základńıch maticových funkćı

3.3 Správa proměnných
Pro správu zadaných proměnných, vektor̊u a matic je v prostřed́ı systému Matlab
zavedeno několik př́ıkaz̊u:

• př́ıkazy who nebo whos vyṕı̌śı seznam všech aktuálně definovaných proměnných
(druhý z nich i s jejich velikostmi),

• př́ıkaz size(proměnná) vrát́ı rozměry dané proměnné,

• př́ıkaz clear(proměnná) vymaže danou proměnnou z paměti,

• př́ıkaz clear bez parametru vymaže všechny zadané proměnné z paměti.

3.4 Využit́ı grafického výstupu
Základńım nástrojem v grafickém režimu je př́ıkaz plot. Syntaxe tohoto př́ıkazu je
plot(x,y,options), kde x a y jsou souřadnice bod̊u, které se maj́ı vykreslit. Para-
metr options definuje zp̊usob, jakým se bude grafický výstup provádět. Obsahuje
znaky pro definici barvy a stylu vykresleńı bod̊u, př́ıpadně jejich spojnice:
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• barva bod̊u a jejich spojnice: b (modrá), g (zelená), r (červená), c (modroze-
lená), m (fialová), y (žlutá), k (černá), w (b́ılá);

• styl spojnice bod̊u: - (body budou spojeny plnou čarou), : (body budou spo-
jeny tečkovanou čarou), -. (body budou spojeny čerchovanou čarou), -- (body
budou spojeny přerušovanou čarou);

• styl vykresleńı bod̊u: * (body budou vykresleny jako hvězdičky), . (tečky), x
(kř́ıžky), + (znaky plus), o (kolečka), s (čtverce), d (kosočtverce).

Pro vykresleńı spojnice pěti bod̊u o souřadnićıch:

x 10 11 12 13 14 15
y 1 5 7 4 6 10

poslouž́ı př́ıkaz:

plot([10:15],[1,5,7,4,6,10],’r-*’)

Výsledný grafický výstup je zobrazen na obr .3.2.

Obrázek 3.2: Ukázka grafického výstupu z programu Matlab

V souvislosti s grafickým prostřed́ım je užitečný i př́ıkaz hold on, který umožňuje
grafický výstup v́ıce př́ıkaz̊u do jednoho okna (do p̊uvodńıho stavu pak vše vrát́ı
př́ıkaz hold off).
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3.4.1 Graf funkce
Při vytvářeńı grafu funkce je nutné nejprve diskretizovat osu x. V źıskaných bodech
je pak nutno určit odpov́ıdaj́ıćı funkčńı hodnoty f(x). Graf diskretizované funkce se
pak zobraźı již známým př́ıkazem plot.

Vykresleńı grafu funkce sinus lze s využit́ım př́ıkazu plot provést následuj́ıćı sek-
venćı př́ıkaz̊u:

x=linspace(0,2*pi,30);
y=sin(x);
plot(x,y,’b-’)

Graf lze doplnit o nadpis, př́ıpadně popisem os, následuj́ıćım doplněńım:

title(’Graf funkce y=sin(x)’);
xlabel(’x’);
ylabel(’sin(x)’)

Výsledné zobrazeńı grafu funkce sinus je na obr. 3.3.

Obrázek 3.3: Graf funkce sinus

3.5 Vytvořeńı skript̊u
V programu Matlab lze posloupnost př́ıkaz̊u zadávat jednoduše do př́ıkazového
řádku, systém interaktivně tyto povely postupně zpracovává. Pokud by se měl ale
výpočet provádět opakovaně, muśı se veškeré př́ıkazy zadávat znovu, což je pracné a
nevýhodné.
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Řešeńım je uložeńı sledu matlabovských př́ıkaz̊u, tzv. skriptů do textového sou-
boru s př́ıponou *.m (tzv. m-soubor). S využit́ım př́ıkaz̊u, uložených v m-souboru, se
výpočet spust́ı zadáńım názvu souboru (bez př́ıpony), přičemž se prohledává aktuálńı
adresář a adresáře uvedené v seznamu systémové proměnné path.

T́ımto zp̊usobem lze vytvořit v samostatném souboru i speciálńı výpočetńı funkci
(tzv. ”m-funkci“), kterou lze vyvolat z př́ıkazového řádku zadáńım názvu funkce,
př́ıpadně seznamem vstupńıch parametr̊u v závorce, oddělených čárkami. Název
souboru by měl být shodný s názvem funkce v jeho záhlav́ı.

M-soubory mohou obsahovat i tzv. ř́ıd́ıćı př́ıkazy, typické pro pokročileǰśı progra-
movaćı platformy. Patř́ı k nim zejména př́ıkazy cyklu a logického rozhodováńı.

3.5.1 Př́ıkazy cyklu
Matlab umožnuje použit́ı dvou typ̊u programových cykl̊u:

• for cyklus, jehož syntaxe je

for i=počátečnı́ hodnota:krok:koncová hodnota
posloupnost přı́kazů

end

• while cyklus se syntax́ı:

while logická podmı́nka
posloupnost přı́kazů

end

Podrobněǰśı výklad tvorby algoritmů s využit́ım obou typ̊u cykl̊u je obsažen v
následuj́ıćıch kapitolách.

3.5.2 Logické rozhodováńı
Syntaxe posloupnosti př́ıkaz̊u, které maj́ı být rozděleny do tř́ı blok̊u podle výsledk̊u
logického rozhodováńı, je následuj́ıćı:

if logická podmı́nka 1
posloupnost přı́kazů 1

elseif logická podmı́nka 2
posloupnost přı́kazů 2

else
posloupnost přı́kazů 3

end

Při definováńı logických podmı́nek, jejichž výsledkem je bud’ ”pravda“ nebo ”ne-
pravda“, je možno využ́ıt následuj́ıćı logické operátory: & (and), — (or), ˜ (not).
Relačńımi operátory mohou být: <, <=, >=, > a == (rovnost).

K procvičeńı tvorby m-funkce poslouž́ı řešeńı kvadratické rovnice, kterou lze s
využit́ım logických operátor̊u vytvořit následuj́ıćım zp̊usobem:
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function kvadr_eq(a,b,c)
diskrim=bˆ2-4*a*c
if diskrim==0

x1=-b/(2*a)
elseif diskrim>0

x1=(-b+sqrt(diskrim))/(2*a)
x2=(-b-sqrt(diskrim))/(2*a)

else
x1=-b/(2*a)
xi1=sqrt(-diskrim)/(2*a)
xi2=-xi1

end

Funkce, kterou lze v př́ıkazovém řádku programu Matlab vyvolat se vstupńımi
parametry zadáńım např. kvadr_eq(5,10,1), pak vrát́ı dva reálné kořeny kvadra-
tické rovnice:

diskrim =
80

x1 =
-0.105572809000084

x2 =
-1.894427190999916

Při vyvoláńı vytvořené funkce s parametry kvadr_eq(10,5,1) lze naopak źıskat
výsledek:

diskrim =
-15

x1 =
-0.250000000000000

xi1 =
0.193649167310371

xi2 =
-0.193649167310371

Dosažené výsledky lze zkontrolovat speciálńı funkćı systému Matlab s názvem
roots(c), kde c je vektor koeficient̊u polynomu seřazených sestupně podle mocnin
x. Při obecném vyjádřeńı polynomu n-tého stupně:

f(x) = cn · xn + cn−1 · xn−1 + · · ·+ c1 · x+ c0 , (3.1)

obsahuje vektor c prvky cn, cn−1c1, c0.
Pro prvńı výpočet př́ıkladu 3.5.2 je pak sled př́ıkaz̊u následuj́ıćı:

23



c=[5,10,1]
roots(c)

s výsledkem

ans =
-1.894427190999916
-0.105572809000084

Pro popis práce s programovým systémem Matlab, resp. Octave, existuje množstv́ı
publikaćı. Některé z nich jsou přeloženy do češtiny a v elektronické podobě jsou volně
př́ıstupné (např. [6, 16]).
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Kapitola 4

Základy algoritmizace

Kapitola by měla sloužit:

• k vysvětleńı pojmu algoritmus,

• k položeńı základ̊u pro tvorbu jednoduchých algoritmů.

Algoritmus je přesný návod či postup, kterým lze vyřešit daný typ úlohy. Pojem
algoritmu se nejčastěji objevuje při programováńı, kdy se j́ım mysĺı teoretický prin-
cip řešeńı problému (oproti přesnému zápisu v konkrétńım programovaćım jazyce).
Obecně se ale algoritmus může objevit v jakémkoli jiném vědeckém odvětv́ı. Jako
jistý druh algoritmu se může chápat i např. kuchyňský recept. V užš́ım smyslu se slo-
vem algoritmus rozumı́ pouze takové postupy, které splňuj́ı požadavky, označované
vlastnostmi algoritmu.

4.1 Vlastnosti algoritmu
Následuj́ıćı výčet vlastnost́ı algoritmu je uveden např. v [17]Wiki1:

• Konečnost (finitnost)
Každý algoritmus muśı skončit v konečném počtu krok̊u. Tento počet krok̊u
může být libovolně velký (podle rozsahu a hodnot vstupńıch údaj̊u), ale pro
každý jednotlivý vstup muśı být konečný. Postupy, které tuto podmı́nku ne-
splňuj́ı, se mohou nazývat výpočetńı metody. Speciálńım př́ıkladem nekonečné
výpočetńı metody je reaktivńı proces, který pr̊uběžně reaguje s okolńım prostřed́ım.
Někteř́ı autoři však mezi algoritmy zahrnuj́ı i takovéto postupy.

• Obecnost (hromadnost, masovost, univerzálnost)
Algoritmus neřeš́ı jeden konkrétńı problém (např. ”jak spoč́ıtat 3 ·7“), ale obec-
nou tř́ıdu obdobných problémů (např. ”jak spoč́ıtat součin dvou celých č́ısel“),
takže má širokou množinu možných vstup̊u.

• Determinovanost
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Každý krok algoritmu muśı být jednoznačně a přesně definován; v každé situ-
aci muśı být naprosto zřejmé, co a jak se má provést, jak má prováděńı algo-
ritmu pokračovat, takže pro stejné vstupy lze pokaždé źıskat stejné výsledky.
Protože běžný jazyk obvykle neposkytuje naprostou přesnost a jednoznačnost
vyjadřováńı, byly pro zápis algoritmů navrženy programovaćı jazyky, ve kterých
má každý př́ıkaz jasně definovaný význam. Vyjádřeńı výpočetńı metody v pro-
gramovaćım jazyce se nazývá program. Některé algoritmy ale determinované
nejsou, např. pravděpodobnostńı algoritmy s (pseudo)náhodným výběrem.

• Výstup (resultativnost)
Algoritmus má alespoň jeden výstup, veličinu, která je v požadovaném vztahu
k zadaným vstup̊um, a t́ım tvoř́ı odpověd’ na problém, který algoritmus řeš́ı
(algoritmus vede od zpracováńı hodnot k výstupu).

• Elementárnost
Algoritmus se skládá z konečného počtu jednoduchých (elementárńıch) krok̊u.

V praxi jsou proto předmětem zájmu hlavně takové algoritmy, které jsou v nějakém
smyslu kvalitńı. Takové algoritmy splňuj́ı r̊uzná kritéria, měřená např. počtem krok̊u
potřebných pro běh algoritmu, jednoduchost, efektivitu či eleganci. Problematikou
efektivity algoritmů, tzn. metodami, jak z několika známých algoritmů řeš́ıćıch konkrétńı
problém vybrat ten nejlepš́ı, se zabývaj́ı odvětv́ı informatiky nazývané algoritmická
analýza a teorie složitosti.

4.2 Elementárńı algoritmy
Následuj́ıćı výklad je zaměřen na několik elementárńıch algoritmů, které jsou základem
mnoha výpočetńıch technik a postup̊u.

4.2.1 Záměna obsahu dvou proměnných
Za nejjednodušš́ı algoritmus lze považovat postup popisuj́ıćı záměnu obsahu dvou
proměnných. K této operaci je potřeba třet́ı, pomocné proměnné. Samotný algoritmus
lze pro proměnné a a b i pro pomocnou proměnnou c popsat následovně:

c=a;
a=b;
b=c;

Byt’ se jedná o skutečně elementárńı algoritmus, lze jej společně s logickým roz-
hodováńım (kap. 3.5.2) využ́ıt např. pro vzestupné setř́ıděńı vektoru d o 3 prvćıch (c
je opět pomocná proměnná):

function setrid(d)
if length(d)==3

if d(1)>d(2)
c=d(1);
d(1)=d(2);
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d(2)=c;
end
if d(2)>d(3)

c=d(2);
d(2)=d(3);
d(3)=c;

end
if d(1)>d(2)

c=d(1);
d(1)=d(2);
d(2)=c;

end
d

end
end

Proved’te vzestupné tř́ıděńı vektoru [8 24 2] s využit́ım funkce pro tř́ıděńı vek-
toru o třech prvćıch, vytvořené v předchoźım odd́ıle.

Nejprve je potřeba přǐradit vstupńı hodnoty vektoru d:

d=[8 24 2]

Pak je možno vyvolat funkci setrid:

setrid(d)

Výsledkem je:

d =
2 8 24

Tento zp̊usob tř́ıděńı je samozřejmě velmi neefiktivńı a v žádném př́ıpadě jej
nelze považovat za univerzálńı. Je však vhodný pro vysvětleńı základ̊u algoritmizace.
Kvalitńım algoritmům, které jsou zaměřeny na tř́ıděńı vektor̊u, bude věnována jedna
z následuj́ıćıch kapitol.
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Kapitola 5

Výpočet hodnot funkćı

Kapitola má za ćıl demonstrovat:

• základńı př́ıstupy k tvorbě algoritmů pro výpočet hodnot funkćı,

• odlǐsnosti mezi algoritmy z hlediska jejich efektivity,

• využit́ı cykl̊u for při tvorbě algoritmů,

• prováděńı tzv. ”tabelace funkce“.

5.1 Výpočet hodnoty polynomu
Následuj́ıćı ukázka jednoho z nejzákladněǰśıch algoritmů pro výpočet polynomu byla
převzata z [15]Sa06NuAn1.Spoč́ıvávnalezeńınejlepš́ıhozpůsobuurčeńıhodnotypolynomu : f(x) = 2 · x4 + 3 · x3 − 3 · x2 + 5 · x− 1(5.1)
pro konkrétně zadanou hodnotu x, např. x = 1

2 . Nejlepš́ım zp̊usobem výpočtu je
chápán algoritmus s nejmenš́ım počtem matematických operaćı.

Metoda 1:
Prvńı zp̊usob vede k př́ımému určeńı požadované hodnoty:

f(x = 1
2

) = 2 · 1
2
· 1

2
· 1

2
· 1

2
+ 3 · 1

2
· 1

2
· 1

2
− 3 · 1

2
· 1

2
+ 5 · 1

2
− 1 = 5

4
. (5.2)

Při tomto výpočtu bylo provedeno 10 operaćı násobeńı a 4 pro součet/rozd́ıl.

Metoda 2:
Poněkud výhodněǰśı řešeńı představuje postup, při němž jsou postupně určeny moc-
niny vstupńıho parametru x:

1
2
· 1

2
=

(
1
2

)2

(5.3)

(
1
2

)2

· 1
2

=
(

1
2

)3

(5.4)
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(
1
2

)3

· 1
2

=
(

1
2

)4

(5.5)

Nyńı lze provést finálńı výpočet polynomu:

f(x = 1
2

) = 2 ·
(

1
2

)4

+ 3 ·
(

1
2

)3

− 3 ·
(

1
2

)2

+ 5 ·
(

1
2

)
− 1 = 5

4
. (5.6)

Tento algoritmus je poněkud efektivněǰśı než v prvńım př́ıpadě, nebot’ bylo pro-
vedeno celkem 7 operaćı násobeńı a stejný počet 4 operaćı pro součet/rozd́ıl.

Metoda 3:
Posledńı zp̊usob výpočtu, označovaný jako Hornerova metoda, předpokládá následuj́ıćı
úpravu řešeného polynomu (5.1):

f(x) = −1 + x · (5− 3 · x+ 3 · x2 + 2 · x3) =
= −1 + x · (5 + x · (−3 + 3 · x+ 2 · x2)) =
= −1 + x · (5 + x · (−3 + x · (3 + 2 · x))) .

(5.7)

Sled výpočetńıch operaćı vypadá pro x = 1
2 následovně (výpočet prob́ıhá zevnitř

směrem ven):
1
2
· 2 + 3 = 4 (5.8)

1
2
· 4− 3 = −1 (5.9)

1
2
· (−1) + 5 = 9

2
(5.10)

1
2
· 9

2
− 1 = 5

4
. (5.11)

Celkem je pro určeńı požadované hodnoty polynomu potřeba pouze čtyř operaćı
násobeńı i součtu/rozd́ılu. Jedná se tedy o nejv́ıce efektivńı algoritmus, který lze pro
obecně vyjádřený polynom (3.1) schématicky vyjádřit algoritmem 5.1.
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[h!] InputVstup OutputVýstup n, c = {c1, c2, c3cn, cn+1}, x f(x) y ← cn+1
i← n, n− 12, 1 y ← y · x+ ci f(x)← y Hornerova metoda

Algoritmus 5.1 lze zapsat prostřednictv́ım m-souboru i v programu Matlab:

function y=horner(d,c,x)
y=c(d+1);
for i=d:-1:1

y=y*x+c(i);
end

kde parametr d je stupeň zadávaného polynomu, c je vektor s d+1 konstantńımi koe-
ficienty polynomu a x je hodnota, pro ńıž se polynom určuje. Funkce se pro polynom
(5.1) a konkrétně zadanou hodnotu x = 1

2 bude vyvolávat př́ıkazem:

horner(4,[-1 5 -3 3 2],1/2)

Výstup z programu Matlab pak bude:

ans =
1.2500
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S využit́ım předchoźıho postupu určete pr̊uhyb v polovině rozpět́ı staticky neurčitého
nosńıku, jehož statické schéma je zobrazeno na obr. 5.1. Pro stanoveńı rovnic poly-
nomů ohybové čáry a pootočeńı využijte metodu př́ımé integrace diferenciálńı rov-
nice 4. řádu EIywz(x)′′′′ = qz(x), kde E je modul pružnosti v tahu a tlaku [MPa], Iy

př́ıslušný moment setrvačnosti [m4] a qz spojité silové zat́ıžeńı, p̊usob́ıćı ve svislém
směru [kN/m]. Konkrétńı vstupńı údaje jsou uvedeny v tabulce 5.1.

Obrázek 5.1: Statické schéma řešeného staticky neurčitého nosńıku

Spojité silové zat́ıžeńı qz : 4 kN/m
Rozpět́ı nosńıku l : 6 m
Š́ı̌rka obdélńıkového pr̊uřezu b : 0, 02 m
Výška obdélńıkového pr̊uřezu h : 0, 15 m
Moment setrvačnosti Iy : 1

12 · 0, 02 · 0, 153 = 5, 625 · 10−6 m4

Modul pružnosti v tahu a tlaku E : 2, 1 · 1011 Pa

Tabulka 5.1: Vstupńı údaje př́ıkladu 5.1

V diferenciálńı rovnici 4. řádu

EIywz(x)′′′′ = qz(x) (5.12)

bude na pravé straně člen odpov́ıdaj́ıćı rovnoměrnému spojitému zat́ıžeńı, tedy q(x) =
q = konst.

Vztah (5.12) pak lze postupně integrovat:

EIywz(x)′′′′ = qz , (5.13)

EIywz(x)′′′ = −Vz(x) = qz · x+ C1 , (5.14)

EIywz(x)′′ = −My(x) = qz ·
x2

2
+ C1 · x+ C2 , (5.15)
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EIywz(x)′ = qz ·
x3

6
+ C1 ·

x2

2
+ C2 · x+ C3 , (5.16)

EIywz(x) = qz ·
x4

24
+ C1 ·

x3

6
+ C2 ·

x2

2
+ C3 · x+ C4 . (5.17)

Integračńı konstanty C1C4 se urč́ı z okrajových podmı́nek:
[alph]a)

Pro x = 0 je My(x) = 0 a plat́ı tedy:

My(x = 0) = −q · 0
2

2
− C1 · 0− C2 = 0 , (5.18)

z čehož vyplývá, že C2 = 0,

Pro x = 0 je wz(x) = 0 a plat́ı tedy:

wz(x = 0) = 1
EIy

·
(
qz ·

04

24
+ C1 ·

03

6
+ 0 · 0

2

2
+ C3 · 0 + C4

)
= 0 , (5.19)

z čehož plyne, že C4 = 0,

Pro x = l je w′
z(x) = 0 a plat́ı tedy:

w
′

z(x = l) = 1
EIy

·
(
qz ·

l3

6
+ C1 ·

l2

2
+ 0 · l + C3

)
= 0 , (5.20)

Pro x = l je wz(x) = 0 a plat́ı tedy:

wz(x = l) = 1
EIy

·
(
qz ·

l4

24
+ C1 ·

l3

6
+ 0 · l

2

2
+ C3 · l + 0

)
= 0 . (5.21)

Posledńı dvě rovnice představuj́ı soustavu dvou lineárńıch rovnic o dvou neznámých
integračńıch konstantách C1 a C2. Řešeńım soustavy lze źıskat:

C1 = −3
8
qzl , (5.22)

a
C3 = 1

48
qzl

3 . (5.23)

Dosazeńım výsledných hodnot integračńıch konstant C1C4 do vztah̊u 5.14 až 5.17
je možno źıskat výsledné rovnice pro dvojici statických veličin (posouvaj́ıćı śılu Vz a
ohybový moment My) i pro obě deformačńı veličiny - pr̊uhyb wz a pootočeńı w′

z = φy:

Vz(x) = −
(
qzx−

3
8
qzl

)
= 3

8
qzl − qzx , (5.24)

My(x) = −
(
qz
x2

2
− 3

8
qzlx+ 0

)
= 3

8
qzlx− qz

x2

2
, (5.25)
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wz(x)′ = φy(x) = 1
EIy

·
(
qz
x3

6
− 3

8
qzl

x2

2
+ 0 · x+ 1

48
qzl

3
)

=

= 1
EIy

·
(
qz
x3

6
− 3

16
qzlx

2 + 1
48
qzl

3
)
,

(5.26)

wz(x) = 1
EIy

·
(
qz
x4

24
− 3

8
qzl

x3

6
+ 0 · x

2

2
+ 1

48
qzl

3x+ 0
)

=

= 1
2EIy

·
(
qz
x4

12
− 3

24
qzlx

3 + 1
24
qzl

3x

)
.

(5.27)

Při využit́ı programu Matlab i vytvořené m-funkce horner pro stanoveńı požadovaného
pr̊uhybu bude sled př́ıkaz̊u následuj́ıćı:

qz=4000;
l=6;
b=0.02;
h=0.15;
Iy=1/12*b*hˆ3;
E=2.1*10ˆ11;
c=[0 1/(48*E*Iy)*qz*lˆ3 0 -3/(48*E*Iy)*qz*l qz/(24*E*Iy)];
horner(4,c,l/2)*1000

Výsledný pr̊uhyb v milimetrech pak v polovině rozpět́ı vycháźı:

ans =
22.857142857142865
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Výše vysvětleným postupem určete pr̊uhyb v polovině rozpět́ı staticky neurčitého
nosńıku, který je schématicky zobrazen na obr. 5.2.

Obrázek 5.2: Statické schéma řešeného staticky neurčitého nosńıku

Stanovte pr̊uhyb v polovině rozpět́ı staticky určitého nosńıku, jehož schéma je
zobrazeno na obr. 5.3. Pro stanoveńı rovnice ohybové čáry ve zkoumaném intervalu
< 0; 2

3 l > využijte Clebschovu metodu.

Obrázek 5.3: Statické schéma řešeného staticky určitého nosńıku

5.1.1 Tabelace řešené funkce
Výpis hodnot funkce s parametrem x lze nejlépe provést s využit́ım cyklu for a
funkcemi pro výpis na obrazovku v předepsaném formátu disp a sprintf.
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Funkce disp(x) zobraźı obsah proměnné x typu text.
Funkce sprintf převede data do textového řetězce v požadovaném formátu po-

moćı tzv. ”konverzńıch specifikátor̊u“, které zač́ınaj́ı znakem %. Běžnou konverzi je
možno provést specifikátorem %f pro převod numerické hodnoty do tvaru s pevnou
desetinnou čárkou, specifikátorem %e pro vyjádřeńı č́ıselné hodnoty v exponenciálńım
tvaru, př́ıp. specifikátorem %g pro automatickou volbu. Mezi znak % a specifikátor f,
e nebo g lze nav́ıc vložit počet znak̊u požadované š́ı̌rky formátu, př́ıpadně tečku a
počet požadovaných znak̊u za desetinnou čárkou. Parametr \n zajist́ı přechod na nový
řádek.

Proved’te tabelizaci funkce ohybové čáry nosńıku z př́ıkladu 5.1. Výsledné pr̊uhyby
určete v pr̊uřezech s rozteč́ı 10 cm.

Sled př́ıkaz̊u pro výpis výsledných pr̊uhyb̊u ve sledovaných bodech x by mohl
vypadat následovně:

format long
disp(’ x [mm] w(x) [mm]’)
disp(’_____________________’)
for x=0:.1:l
disp(sprintf(’%8.1f %12.4f’,x*1000,horner(4,c,x)*1000))
end

Výpis pak bude mı́t následuj́ıćı vzhled:

x [mm] w(x) [mm]
_____________________

0.0 0.0000
100.0 1.5226
200.0 3.0377
300.0 4.5383
400.0 6.0176
... ...

5700.0 0.6297
5800.0 0.2881
5900.0 0.0741
6000.0 0.0000

Výpis z předchoźıho př́ıkladu doplňte i o hodnotu posouvaj́ıćı śıly Vz, ohybového
momentu My a pootočeńı φy.

5.1.2 Vykresleńı grafu řešené funkce
Graf řešené funkce lze vykreslit s využit́ım postupu, popsaném v kap. 3.4.1.

Vykreslete graf ohybové čáry nosńıku z př́ıkladu 5.1.
Sled př́ıkaz̊u, s využit́ım cyklu for, odvozeného vektoru c z př́ıkladu 5.1 a m-funkce

horner může být následuj́ıćı:
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x=linspace(0,l,100);
for i=1:100, y(i)=horner(4,c,x(i))*1000; end
plot(x,y,’b-’);
title(’Graf ohybové čáry w(x)’);
xlabel(’x’);
ylabel(’w(x)’);

Výsledný graf ohybové čáry je pak zobrazen na obr. 5.4.

Obrázek 5.4: Ohybová čára staticky neurčitého nosńıku z př́ıkladu 5.1

[11.]
Obdobně sestrojte graf ohybové čáry staticky neurčitém nosńıku, který je schématicky
zobrazen na obr. 5.2.
Vykreslete graf ohybové čáry staticky určitého nosńıku, jehož schéma je zobrazeno
na obr. 5.3.

5.1.3 Určeńı extrému diskretizované funkce
Zjednodušený výpočet největš́ı hodnoty funkce v předem definovaném intervalu lze
provést ve třech kroćıch nejprve diskretizaćı osy x, stanoveńım hodnot funkce pro
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všechna x v požadovaném rozsahu a algoritmem 5.1.3 pro stanoveńı největš́ıho č́ısla
ve vektoru.

[h!] InputVstup OutputVýstup n, b = {b1, b2bn}T maximum maximum← b1
i← 2, 3n−1, n bi > maximum maximum← bi Algoritmus pro stanoveńı největš́ıho
č́ısla ve vektoru

Při programováńı uvedeného algoritmu v systému Matlab je možno vytvořit
m-funkci maximum s následuj́ıćı posloupnost́ı př́ıkaz̊u:

function m=maximum(b)
n=length(b)
m=b(1);
if n>1

for i=2:n
if b(i)>m

m=b(i);
end

end
end

Funkce length vraćı rozměr vektoru, obsaženého ve vstupńım parametru.
Určete hodnotu největš́ıho pr̊uhybu nosńıku z př́ıkladu 5.1 s využit́ım tabelizo-

vaných hodnot ohybové čáry z př́ıkladu 5.1.1.
Nejprve je nutno vytvořit vektor b = b1, b2bn s hodnotami pr̊uhybu v sledovaných

pr̊uřezech (bi = wz(xi)) o souřadnićıch xi s rozteč́ı 10 cm (n tedy bude při rozpět́ı
l = 6 m rovno hodnotě 61):
i=0;
for x=0:.1:l

i=i+1;
b(i)=horner(4,c,x)*1000;

end

Nyńı lze vyvolat funkci pro hledáńı největš́ıho č́ısla ve vektoru b. Po zadáńı př́ıkazu
maximum(b) bude výpis m-funkce a výsledek největš́ıho pr̊uhybu v mm následuj́ıćı:

n =
61

ans =
23.7654

Tento zp̊usob výpočtu největš́ı hodnoty funkce je pouze přibližný, nebot’ je zat́ıžen
chybou danou diskretizaćı osy x. Zp̊usob výpočtu, který povede k přesnému řešeńı,
bude ukázán v následuj́ıćı kapitole.

[11.]
S využit́ım m-funkce maximum určete i největš́ı pr̊uhyb na staticky neurčitém nosńıku,
který je schématicky zobrazen na obr. 5.2.
Stanovte největš́ı pr̊uhyb na staticky určitém nosńıku, jehož schéma je zobrazeno na
obr. 5.3.
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Kapitola 6

Soustavy lineárńıch rovnic

Kapitola je zaměřena na problematiku:

• algoritmů řešeńı soustav lineárńıch rovnic př́ımými metodami,

• iteračńıch metod řešeńı soustav lineárńıch rovnic,

• trojných cykl̊u typu for,

• maticového počtu.

Velké množstv́ı úloh stavebńı mechaniky vede k řešeńı soustavy lineárńıch rovnic.
Numerické metody pro jejich řešeńı jsou tedy velmi častým programátorským úkolem.

Obecně může být soustava n lineárńıch rovnic s n proměnnými zapsána jako:

a1,1 · x1 + a1,2 · x2 + · · · + a1,n · xn = b1
a2,1 · x1 + a2,2 · x2 + · · · + a2,n · xn = b2

... ... . . . ... ...
an,1 · x1 + an,2 · x2 + · · · + an,n · xn = bn

, (6.1)

kde proměnné x1xn, obecně xi pro i = 1n, jsou neznámé, ai,j pro i, j = 1n jsou
koeficienty soustavy rovnic a č́ısla bi pro i = 1n, jsou absolutńı členy soustavy (nebo
také tzv. pravá strana soustavy).

K řešeńı kořen̊u soustav lineárńıch rovnic se využ́ıvá maticového počtu. Koefici-
enty soustavy lze zapsat ve tvaru matice:

[A] =


a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n
... ... . . . ...
an,1 an,2 · · · an,n

 , (6.2)

která bývá označována jako matice soustavy.
Neznámé a pravou stranu soustavy je možno vyjádřit jako vektory:

{x} =
{
x1 x2 · · · xn

}T
, (6.3)

{b} =
{
b1 b2 · · · bn

}T
. (6.4)
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Celou soustavu lineárńıch rovnic pak lze vyjádřit maticově:
a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n
... ... . . . ...
an,1 an,2 · · · an,n

 ·

x1
x2
...
xn

 =


b1
b2
...
bn

 , (6.5)

nebo zkráceně v maticovém tvaru:

A · x = b , (6.6)

kde A znač́ı matici soustavy (levých stran rovnic), x sloupcový vektor neznámých
kořen̊u soustavy a b sloupcový vektor pravých stran rovnic.

Jednou z podmı́nek jednoznačného řešeńı soustavy lineárńıch rovnic je skutečnost,
že matice A muśı být regulárńı.

Regulárńı matice je čtvercová matice, jej́ıž determinant je r̊uzný od nuly. Opa-
kem regulárńı matice je tzv. singulárńı matice s nulovým determinantem. Důležitou
vlastnost́ı regulárńı matice je možnost vypoč́ıtat jednoznačně inverzńı matici. Toho
lze využ́ıt např při řešeńı soustavy lineárńıch rovnic.

6.1 Př́ımé metody řešeńı soustav lineárńıch rovnic
Metody pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic, které vedou k přesnému řešeńı (pokud se
neberou v úvahu chyby numerického řešeńı) při konečném počtu výpočetńıch krok̊u,
se označuj́ı jako metody př́ımé. Jejich základńım rysem je eliminace neznámých. Pro
plné matice bývaj́ı tyto metody nejefektivněǰśı, při velkém počtu rovnic však může
být výpočet omezen pamět́ı poč́ıtače.

6.1.1 Řešeńı trojúhelńıkové soustavy lineárńıch rovnic
Obecnou horńı trojúhelńıkovou soustavu lineárńıch rovnic lze zapsat ve tvaru:

a1,1 · x1 + a1,2 · x2 + · · · + a1,n · xn = b1
a2,2 · x2 + · · · + a2,n · xn = b2

. . . ... ...
an,n · xn = bn

, (6.7)

nebo maticově 
a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,2 · · · a2,n

. . . ...
an,n

 ·

x1
x2
...
xn

 =


b1
b2
...
bn

 , (6.8)

Řešeńı, označované jako zpětná substituce (zpětný chod), je možno popsat algo-
ritmem 6.1.1.

39



[h!] InputVstup OutputVýstup n, A = [ai,j] = [a1,1an,n], b = {b1, b2bn}T x =

{x1, x2xn}T i← n, n− 12, 1 xi ←
bi −

n∑
j=i+1

ai,j · xj

ai,i
Algoritmus zpětné substituce

Výpočet horńı trojúhelńıkové soustavy lineárńıch rovnic lze v programu Matlab
naprogramovat např́ıklad takto:

n=input(’Zadejte pocet neznamych v soustave rovnic:\n n=’);
A=zeros(n,n);
fprintf(’\n Zadejte prvky matice soustavy A:’);
for i=1:n

for j=i:n
fprintf(’\n A[%d,%d]=’,i,j)
A(i,j)=input(’’);

end
end
if det(A)==0

error(’Soustava rovnic je singulárnı́! Det(A) je roven 0!’)
end
fprintf(’\n Zadejte prvky vektoru pravych stran b:’);
for i=1:n

fprintf(’\n b[%d]=’,i)
b(i)=input(’’);

end
if n==1

x(1)=b(1)/A(1,1);
else

for i=n:-1:1
s=0;
if i<n

for j=i+1:n
s=s+A(i,j)*x(j);

end
end
x(i)=(b(i)-s)/A(i,i);

end
end
fprintf(’\n’)
disp(’Kořeny soustavy’)
disp(’---------------------------------’)
for i=1:n

fprintf(’x[%d]=%16.8f\n’,i,x(i))
end

V ukázce je pro zadáńı vstupńıch údaj̊u použito př́ıkazu input, který umožňuje
výpis popisu zadávané veličiny na obrazovku a přǐrazeńı hodnoty do proměnné zadáńım
př́ımo z klávesnice.
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Určete kořeny trojúhelńıkové soustavy lineárńıch rovnic řádu 4:

x1 + 2 · x2 + 3 · x3 + 4 · x4 = 2
2 · x2 + 6 · x3 + 12 · x4 = 8

6 · x3 + 24 · x4 = 18
24 · x4 = 24

(6.9)

Výsledný vektor neznámých kořen̊u má tvar x =
{
−1 1 −1 1

}T .
Kontrolu správnosti řešeńı lze provést např. opětovným dosazeńım kořen̊u do

jednotlivých rovnic soustavy nebo lépe odečteńım levé strany soustavy od pravé,
č́ımž je možno źıskat tzv. reziduálńı vektor řešeńı r, např. následuj́ıćım zp̊usobem:

fprintf(’\n’)
disp(’Reziduálnı́ vektor’)
disp(’---------------------------------’)
for i=1:n

r(i)=0;
for j=i:n

r(i)=r(i)+A(i,j)*x(j);
end
r(i)=r(i)-b(i);
fprintf(’r[%d]=%16.8f\n’,i,r(i))

end

Jednotlivé prvky by se měly bĺıžit k nule. Pro trojúhelńıkovou soustavu vycháźı
reziduálńı vektor:

r[1] = 0.00000000
r[2] = 0.00000000
r[3] = 0.00000000
r[4] = 0.00000000

Kontrolu přesnosti řešeńı lze provést rovněž pomoćı euklidovské normy reziduálńıho
vektoru r, danou výrazem

√∑
i |ri|2, kterou lze v programu Matlab vyvolat např.

př́ıkazem norm(A*x-b).
Při realizaci algoritmu vzniknou pot́ıže, pokud č́ısla na diagonále, tj. ai,i, budou

malá. Matice soustavy A pak může být téměř singulárńı (det A ≈ 0). Řešeńım je
přeuspořádáńı soustavy lineárńıch rovnic tak, aby na diagonále byly největš́ı prvky
matice soustavy A .

[11.]
Navrhněte algoritmus pro řešeńı obecné trojúhelńıkové soustavy lineárńıch rovnic,
která má dolńı matici soustavy A (nuly nad diagonálou).

6.1.2 Gaussova eliminačńı metoda
Gaussova eliminace je jednou z nejstarš́ıch numerických metod, při které se matice
soustavy A převád́ı na horńı trojúhelńıkovou matici. Řádkovými úpravami s využit́ım
tzv. multiplikátor̊u se tato matice uprav́ı do tvaru, kdy se pod hlavńı diagonálou
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nacháźı pouze nuly. Upravená matice pak odpov́ıdá soustavě rovnic, která je ekvi-
valentńı s p̊uvodńı soustavou, a lze ji řešit podobně jako trojúhelńıkovou soustavu
lineárńıch rovnic s pomoćı tzv. zpětné substituce (zpětného chodu). Celý výpočetńı
postup lze schématicky popsat algoritmem 6.1.2.

[h!] InputVstup OutputVýstup n, A = [ai,j] = [a1,1an,n], b = {b1, b2bn}T x =
{x1, x2xn}T k ← 1, 2n− 2, n− 1 i← k + 1, k + 2n− 1, n m← − ai,k

ak,k

j ← k, k + 1n− 1, n ai,j ← ai,j +m · ak,j

bi ← bi +m · bk

i← n, n− 12, 1 xi ←
bi −

n∑
j=i+1

ai,j · xj

ai,i
Algoritmus Gaussovy eliminace

Samotný výpis m-funkce v programu Matlab může nabývat tvaru:

function x=gauss(A,b)
if det(A)==0

error(’Soustava rovnic je singulárnı́! Det(A) je roven 0!’)
return

end
n=length(A);
if n==1

x(1)=b(1)/A(1,1);
return

end
for k=1:n-1

if A(k,k)==0
error(’Na diagonále je nula!’)
return

end
for i=k+1:n

m=-A(i,k)/A(k,k);
for j=k:n

A(i,j)=A(i,j)+m*A(k,j);
end;
b(i)=b(i)+m*b(k);

end
end
for i=n:-1:1

s=0;
if i<n

for j=i+1:n
s=s+A(i,j)*x(j);

end
end
x(i)=(b(i)-s)/A(i,i);

end
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S využit́ım vytvořené m-funkce vyřešte kořeny soustavy 4 lineárńıch rovnic:

2 · x1 − x2 + 3 · x3 − x4 = 7
x1 − x2 + 4 · x3 − 2 · x4 = 5

3 · x1 + 2 · x2 + x3 + 4 · x4 = 31
4 · x1 − 3 · x2 + 3 · x3 − 3 · x4 = −5

(6.10)

Řešeńım je vektor neznámých kořen̊u {x} =
{

1 2 4 5
}T . V tomto př́ıkladě lze

demonstrovat chod algoritmu Gaussovy eliminace:

Původnı́ matice A Původnı́ vektor b
---------------------------- ----------------------------

2.000 -1.000 3.000 -1.000 7.000
1.000 -1.000 4.000 -2.000 5.000
3.000 2.000 1.000 4.000 31.000
4.000 -3.000 3.000 -3.000 -5.000

Upravená matice A Upravený vektor b
---------------------------- ----------------------------

2.000 -1.000 3.000 -1.000 7.000
0.000 -0.500 2.500 -1.500 1.500
0.000 0.000 14.000 -5.000 31.000
0.000 0.000 0.000 -0.857 -4.286

Kořeny soustavy
-------------------
x[ 1] = 1.000
x[ 2] = 2.000
x[ 3] = 4.000
x[ 4] = 5.000

Reziduálnı́ vektor
-------------------
r[ 1] = 0.000e+000
r[ 2] = 0.000e+000
r[ 3] = -7.105e-015
r[ 4] = -1.776e-015

Určete kořeny soustavy 3 lineárńıch rovnic s matićı soustavy

[A] =

2 1 0
1 1 2
1 1 1

 (6.11)

a vektorem pravých stran:
{b} =

{
1 4 1

}T
. (6.12)

Vektor neznámých kořen̊u je roven {x} =
{

3 −5 3
}T .
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Vyřešte soustavu 4 lineárńıch rovnic, danou matićı soustavy

[A] =


4 −1 −1 0
−1 4 0 −1
−1 0 4 −1
0 −1 −1 4

 (6.13)

a vektorem pravých stran:
{b} =

{
1 2 0 1

}T
. (6.14)

Výsledný vektor neznámých kořen̊u je {x} =
{

0.5 0.75 0.25 0.5
}T .

Stanovte strojový čas a přesnost řešeńı (normu reziduálńıho vektoru) náhodně
vygenerované soustavy 600 lineárńıch rovnic.

Př́ıklad lze vyřešit např. s využit́ım následuj́ıćıho sledu př́ıkaz̊u:

clc;
clear;
n=600;
m=1200;
A=randn(n,m);
A=A*A’;
b=randn(n,1);
tic, x=gauss(A,b); toc
norm(A*x’-b)

Vyřešte reakce a vnitřńı śıly u př́ıhradové konstrukce z obr. 6.1 pomoćı obecné
styčńıkové metody. Vstupńı parametry jsou b = 3 m, h = 1, 5 m, F1 = 5 kN a
F2 = 12 kN. Soustavu lineárńıch rovnic pak vyřešte Gaussovou eliminaćı.

Pokud se př́ıhradová konstrukce z obr. 6.1 interpretuje jako soustava hmotných
bod̊u, z kinematického hlediska obsahuje 2·s stupň̊u volnosti, kde s je počet hmotných
bod̊u, tedy styčńık̊u. Jelikož je konstrukce tvořena 5 styčńıky (s = 5), vycháźı pak
nv = 2 · s = 10 stupň̊u volnosti, které jsou odebrány 3 vněǰśımi vazbami (ve = 3) a 7
vnitřńımi (vi = 7) (počet prut̊u). Vzhledem ke skutečnosti, že nv = ve + vi, jedná se
o konstrukci staticky i kinematicky určitou.

Pokud se v každém ze styčńık̊u stanov́ı 2 podmı́nky rovnováhy, lze źıskat celkem
10 podmı́nek rovnováhy, tvoř́ıćıch soustavu lineárńıch rovnic, ze kterých lze stanovit
10 neznámých - 3 reakce (Rax, RazaRbx) a 7 vnitřńıch sil (N1, N1N7).

Jednotlivé podmı́nky rovnováhy nabývaj́ı tvaru:

• Styčńık a:
1. Rx = 0 : −Rax +N1 +N4 · cos(α) = 0
2. Rz = 0 : −Raz +N3 +N4 · sin(α) = 0

• Styčńık b:
3. Rx = 0 : +Rbx +N6 · cos(α) = 0
4. Rz = 0 : −N3 −N6 · sin(α) = 0

• Styčńık c:
5. Rx = 0 : −N1 +N2 = 0
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Obrázek 6.1: Statické schéma řešené př́ıhradové konstrukce

6. Rz = 0 : +F1 +N5 = 0
• Styčńık d:

7. Rx = 0 : −N4 · cos(α)−N6 · cos(α) +N7 · cos(α) = 0
8. Rz = 0 : −N4 · sin(α)−N5 +N6 · sin(α)−N7 · sin(α) = 0

• Styčńık e:
9. Rx = 0 : −N2 −N7 · cos(α) = 0

10. Rz = 0 : +F2 +N7 · sin(α) = 0

Celou soustavu lineárńıch rovnic řádu 10 lze přehledně zapsat maticově:

A · x = b , (6.15)
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kde A znač́ı matici levých stran rovnic, obsahuj́ıćı údaje geometrie konstrukce:

−1 0 0 +1 0 0 + cos(α) 0 0 0
0 −1 0 0 0 +1 + sin(α) 0 0 0
0 0 +1 0 0 0 0 0 + cos(α) 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 − sin(α) 0
0 0 0 −1 +1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 − cos(α) 0 − cos(α) + cos(α)
0 0 0 0 0 0 − sin(α) −1 + sin(α) − sin(α)
0 0 0 0 −1 0 0 0 0 − cos(α)
0 0 0 0 0 0 0 0 0 + sin(α)


, (6.16)

x představuje sloupcový vektor neznámých kořen̊u, obsahuj́ıćı 10 neznámých reakćı
a vnitřńıch sil: {

Rax Raz Rbz N1 N2 N3 N4 N5 N6 N7
}T (6.17)

a b vyjadřuje sloupcový vektor pravých stran rovnic, obsahuj́ıćı uzlové zat́ıžeńı př́ıhradové
konstrukce: {

0 0 0 0 0 −F1 0 0 0 −F2
}T

. (6.18)
Goniometrické funkce cos(α) a sin(α), obsažené v matici A, lze vyjádřit př́ımo z

rozměru konstrukce:
cos(α) = b

l
, sin(α) = h

l
, (6.19)

kde l je délka prut̊u č.4, 6 a 7:

l = l4 = l6 = l7 =
√
b2 + h2 . (6.20)

Vzhledem k podmı́nce řešeńı Gaussovy metody, že prvky na diagonále matice A
se nesmı́ rovnat 0, matici A i vektor pravých stran b je nutno upravit vhodným
přeuspořádáńım pořad́ı styčńıkových rovnic, a to:

• na 4.̌rádku bude p̊uvodně 5. styčńıková rovnice,
• na 5.̌rádku bude p̊uvodně 9. styčńıková rovnice,
• na 6.̌rádku bude p̊uvodně 4. styčńıková rovnice,
• na 8.̌rádku bude p̊uvodně 6. styčńıková rovnice,
• na 9.̌rádku bude p̊uvodně 8. styčńıková rovnice,

takže pozměněná matice levých stran A bude mı́t výsledný tvar:

−1 0 0 +1 0 0 + cos(α) 0 0 0
0 −1 0 0 0 +1 + sin(α) 0 0 0
0 0 +1 0 0 0 0 0 + cos(α) 0
0 0 0 −1 +1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0 0 − cos(α)
0 0 0 0 0 −1 0 0 − sin(α) 0
0 0 0 0 0 0 − cos(α) 0 − cos(α) + cos(α)
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 − sin(α) −1 + sin(α) − sin(α)
0 0 0 0 0 0 0 0 0 + sin(α)


, (6.21)
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a sloupcový vektor pravých stran rovnic b:{
0 0 0 0 0 0 0 −F1 0 −F2

}T
. (6.22)

Sloupcový vektor neznámých kořen̊u x z̊ustane nezměněn.
Takto sestavenou soustavu lineárńıch rovnic lze vyřešit pro konkrétně zadané

vstupńı veličiny s pomoćı Gaussovy eliminačńı metody:

Kořeny soustavy
-------------------
x[ 1] = 29.000 kN
x[ 2] = 17.000 kN
x[ 3] = 29.000 kN
x[ 4] = 24.000 kN
x[ 5] = 24.000 kN
x[ 6] = 14.500 kN
x[ 7] = 5.590 kN
x[ 8] = -5.000 kN
x[ 9] = -32.423 kN
x[10] = -26.833 kN

Norma reziduálnı́ho vektoru:
---------------------------
n =

0

Vyřešte reakce a vnitřńı śıly u př́ıhradové konstrukce z obr. 6.2 pomoćı obecné
styčńıkové metody. Vstupńı parametry jsou b = 4 m, h = 4 m, F1 = 8 kN a F2 =
14 kN. Soustavu lineárńıch rovnic pak vyřešte Gaussovou eliminačńı metodou.

Pokud se př́ıhradová konstrukce z obr. 6.2 interpretuje podobně jako v př́ıkladě 6.1.2,
tedy jako soustava hmotných bod̊u, z kinematického hlediska obsahuje 2 · s stupň̊u
volnosti, kde s je počet hmotných bod̊u, tedy styčńık̊u. Jelikož je konstrukce tvořena
7 styčńıky (s = 7), vycháźı pak nv = 2 · s = 14 stupň̊u volnosti, které jsou odebrány
3 vněǰśımi vazbami (ve = 3) a 11 vnitřńımi (vi = 11) (počet prut̊u). Vzhledem ke
skutečnosti, že nv = ve + vi, jedná se o konstrukci staticky i kinematicky určitou a
lze ji řešit pouze s využit́ım podmı́nek rovnováhy.

Pokud se v každém ze styčńık̊u stanov́ı 2 podmı́nky rovnováhy, lze źıskat celkem
14 podmı́nek rovnováhy, tvoř́ıćıch soustavu lineárńıch rovnic, ze kterých lze stanovit
14 neznámých - 3 reakce (Rax, RazaRgz) a 11 vnitřńıch sil (N1, N1N11).

Jednotlivé podmı́nky rovnováhy nabývaj́ı tvaru:

• Styčńık a:
1. Rx = 0 : −Rax +N1 · cos(α) +N2 = 0
2. Rz = 0 : −Raz −N1 · sin(α) = 0

• Styčńık b:
3. Rx = 0 : +F1 −N1 · cos(α) +N3 · cos(α) +N4 = 0
4. Rz = 0 : +N1 · sin(α) +N3 · sin(α) = 0
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Obrázek 6.2: Statické schéma řešené př́ıhradové konstrukce

• Styčńık c:
5. Rx = 0 : −N2 −N3 · cos(α) +N5 · cos(α) +N6 = 0
6. Rz = 0 : +N3 · sin(α) +N5 · sin(α) = 0

• Styčńık d:
7. Rx = 0 : −N4 · cos(α)−N5 · cos(α) +N7 · cos(α) +N8 = 0
8. Rz = 0 : +N5 · sin(α) +N7 · sin(α) = 0

• Styčńık e:
9. Rx = 0 : −N8 −N9 · cos(α) +N11 · cos(α) +N12 = 0

10. Rz = 0 : +N9 · sin(α) +N11 · sin(α) = 0
• Styčńık f :

11. Rx = 0 : −N10 −N11 · cos(α) +N13 · cos(α) = 0
12. Rz = 0 : +N11 · sin(α) +N13 · sin(α) = 0
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• Styčńık g:
13. Rx = 0 : −N12 −N13 · cos(α) = 0
14. Rz = 0 : −N13 · sin(α)−Rgz = 0

Celou soustavu lineárńıch rovnic řádu 14 lze podobně jako v př́ıkladu 6.1.2 přehledně
zapsat maticově:

A · x = b , (6.23)

kde A znač́ı matici levých stran rovnic, obsahuj́ıćı údaje geometrie konstrukce, x
představuje sloupcový vektor neznámých kořen̊u, obsahuj́ıćı 14 neznámých reakćı a
vnitřńıch sil (zvoleno pořad́ı x =

{
Rax Raz N1 N2 . . . N11 Rgz

}T ), a b vy-
jadřuje sloupcový vektor pravých stran rovnic, obsahuj́ıćı uzlové zat́ıžeńı př́ıhradové
konstrukce.

Na některých řádćıch matice A se vyskytuje nula, a proto je třeba provést vzájemné
přeuspořádáńı pořad́ı styčńıkových rovnic:

• na 4.̌rádku bude p̊uvodně 5. styčńıková rovnice,
• na 6.̌rádku bude p̊uvodně 7. styčńıková rovnice,
• na 8.̌rádku bude p̊uvodně 9. styčńıková rovnice,
• na 10.̌rádku bude p̊uvodně 11. styčńıková rovnice,
• na 12.̌rádku bude p̊uvodně 13. styčńıková rovnice,

Výpis výsledných hodnot kořen̊u soustavy pak může vypadat následovně:

Kořeny soustavy
-------------------
x[ 1] = 8.000 kN
x[ 2] = 2.000 kN
x[ 3] = -2.236 kN
x[ 4] = 9.000 kN
x[ 5] = 2.236 kN
x[ 6] = -10.000 kN
x[ 7] = -2.236 kN
x[ 8] = 11.000 kN
x[ 9] = 2.236 kN
x[10] = -12.000 kN
x[11] = 13.416 kN
x[12] = 6.000 kN
x[13] = -13.416 kN
x[14] = 12.000 kN

Reziduálnı́ vektor:
-------------------
r[ 1] = 0.000e+000
r[ 2] = 0.000e+000
r[ 3] = 0.000e+000
r[ 4] = 0.000e+000
r[ 5] = 0.000e+000
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r[ 6] = 0.000e+000
r[ 7] = 0.000e+000
r[ 8] = -8.882e-016
r[ 9] = -6.661e-016
r[10] = 8.882e-016
r[11] = 1.776e-015
r[12] = 0.000e+000
r[13] = -1.776e-015
r[14] = -1.776e-015

Norma reziduálnı́ho vektoru:
---------------------------
n =

3.3894e-015

Matice soustavy A z př́ıkladu 6.1.2 je vzhledem k vhodnému označeńı uzl̊u, a tedy
i vhodném sestaveńı rovnic soustavy, pásová (bĺıže viz kap. 6.2.3). V takto vzniklé
matici soustavy jsou nenulové prvky od diagonály vzdáleny maximálně o dva sloupce
vlevo a o čtyři sloupce vpravo (š́ı̌rka pásu je tedy 7). Pokuste se upravit algoritmus
Gaussovy eliminačńı metody tak, aby jste zohlednili š́ı̌rku pásu a sńıžili tak počet
výpočetńıch operaćı.

6.1.3 Gauss-Jordanova metoda
Gaussovu eliminačńı metodu lze jednoduše modifikovat zp̊usobem, který je označován
jako Gauss-Jordanova metoda. Základńı myšlenkou tohoto výpočetńıho postupu je
úprava matice soustavy A na diagonálńı nebo dokonce jednotkovou matici. Výpočetńı
postup je schématicky popsán algoritmem 6.1.3 a lze jej implementovat do m-funkce
programu Matlab např. následuj́ıćım zp̊usobem:

function x=gauss_jordan(A,b)
if det(A)==0

error(’Soustava rovnic je singulárnı́! Det(A) je roven 0!’)
return

end
n=length(A);
if n==1

x(1)=b(1)/A(1,1);
return

end
for k=1:n

if A(k,k)==0
error(’Na diagonále je nula!’)
return

end
for i=1:n

if ˜(i==k)
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m=-A(i,k)/A(k,k);
for j=k:n

A(i,j)=A(i,j)+m*A(k,j);
end;
b(i)=b(i)+m*b(k);

end
end

end
for i=1:n

x(i)=b(i)/A(i,i);
end

[h!] InputVstup OutputVýstup n, A = [ai,j] = [a1,1an,n], b = {b1, b2bn}T x =
{x1, x2xn}T k ← 1, 2n− 2, n i← 1, 2k − 1, k + 1n m← − ai,k

ak,k

j ← 1, 2n− 1, n ai,j ← ai,j +m · ak,j

bi ← bi +m · bk

i← 1, 2n− 1, n xi ← bi
ai,i

Algoritmus Gauss-Jordanovy metody
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Gauss-Jordanovu metodu je možno použ́ıt i k řešeńı tzv. maticových rovnic, jenž
lze zkráceně vyjádřit:

A · X = B , (6.24)
kde X představuje matici kořen̊u soustavy a B matici levých stran, obě s obecným
rozměrem [n, r]. Výpočetńı postup je tedy nutno upravit tak, aby pracoval s v́ıce
pravými stranami, jak je např. schématicky popsánu v upraveném algoritmu 6.1.3.

[h!] InputVstup OutputVýstup n, A = [ai,j] = [a1,1an,n], B = [bi,j] = [b1,1bn,r]
X = [xi,j] = [x1,1xn,r] k ← 1, 2n− 2, n i← 1, 2k − 1, k + 1n m← − ai,k

ak,k

j ← 1, 2n− 1, n ai,j ← ai,j +m · ak,j

j ← 1, 2r − 1, r bi,j ← bi,j +m · bk,j

j ← 1, 2r − 1, r i ← 1, 2n − 1, n xi,j ←
bi,j
ai,i

Algoritmus Gauss-Jordanovy metody
pro řešeńı tzv. maticových rovnic

Pomoćı Gauss-Jordanovy metody vypočtěte maticovou rovnici:2 1 0
1 1 2
1 1 1

 ·
x1,1 x1,2 x1,3
x2,1 x2,2 x2,3
x3,1 x3,2 x3,3

T

=

1 4 1
2 2 1
3 −1 2

T

. (6.25)

Řešeńım je matice:

[X] =

 3 −5 3
2 −2 1
−2 7 −3

T

. (6.26)

Řešeńı maticových rovnic lze využ́ıt např. k řešeńı inverzńı matice, kdy je matice
pravých stran tvořena jednotkovou diagonálńı matićı„ nebo pro výpočet př́ıhradové
konstrukce z př́ıkladu 6.1.2 s v́ıce zatěžovaćımi stavy.

Pomoćı Gauss-Jordanovy metody vypočtěte inverzńı matici k matici:1 2 6
2 5 15
6 15 46

 (6.27)

Řešeńım je inverzńı matice:

[A]−1 =

 5 −2 0
−2 10 −3
0 −3 1

 , (6.28)

o čemž se lze přesvěčit např. výpisem:
A = B = A*B =

1 2 6 5 -2 0 1 0 0
2 5 15 -2 10 -3 0 1 0
6 15 46 0 -3 1 0 0 1

[11.]
Určete reakce a vnitřńı śıly př́ıhradové konstrukce z př́ıkladu z př́ıkladu 6.1.2 rovněž
pro zatěžovaćı stav, tvořený dvojićı svislých uzlových zat́ıžeńı F = 10 kN ve styčńıćıch
d a e.

52



6.1.4 LU rozklad
Princip metody LU rozkladu je založen na principu, kdy regulárńı matici A lze rozložit
na součin dvou trojúhelńıkových matic L a U tak, že plat́ı:

A = L · U . (6.29)
Soustava lineárńıch rovnic se pak řeš́ı ve dvou výpočetńıch kroćıch, kdy v prvńım

se vyřeš́ı trojúhelńıková soustava lineárńıch rovnic:

L · y = b , (6.30)

obdobně pak
U · x = y . (6.31)

V dolńı trojúhelńıkové matici L se přitom voĺı na diagonále hodnota 1. Matice U
je horńı trojúhelńıková. Výhodou metody LU rozkladu je jej́ı použit́ı u úloh s v́ıce
soustavami lineárńıch rovnic se stejnou matićı soustavy A, která se rozlož́ı pouze
jednou a dále se již opakovaně řeš́ı pouze trojúhelńıkové soustavy.

Výpočetńı postup řešeńı soustavy lineárńıch rovnic LU rozkladem je schématicky
vyjádřen v algoritmu 6.1.4.

[h!] InputVstup OutputVýstup n, A = [ai,j] = [a1,1an,n], b = {b1, b2bn}T x =
{x1, x2xn}T i← 1, 2n− 1, n j ← 1, 2n− 1, n ui,j ← 0
i← 1, 2n− 1, n j ← 1, 2n− 1, n i = j li,j ← 1
li,j ← 0
j ← 1, 2n− 1, n i← 1, 2j − 1, j ui,j ← ai,j −

∑i−1
k=1 li,k · uk,j

i← j + 1, j + 2n− 1, n li,j ←
ai,j −

j−1∑
k=1

li,k · uk,j

uj,j

i← 1, 2n− 1, n yi ← bi −
∑i−1

j=1 li,j · yj i← n, n− 12, 1 xi ←
yi −

n∑
j=i+1

ui,j · xj

ui,i

Algoritmus metody LU rozkladu
Výpočetńı algoritmus metody LU rozkladu je možno implementovat do m-funkce

programu Matlab např. následuj́ıćım zp̊usobem:

function x=lu_rozklad(A,b)
if det(A)==0

error(’Soustava rovnic je singulárnı́! Det(A) je roven 0!’)
return

end
n=length(A);
if n==1

x(1)=b(1)/A(1,1);
return

end
L=eye(n,n);
U=zeros(n,n);
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for j=1:n
for i=1:j

s=0;
if i>1
for k=1:i-1

s=s+L(i,k)*U(k,j);
end

end
U(i,j)=A(i,j)-s;

end
if U(j,j)==0

error(’Na diagonále je nula!’)
return

end
for i=j+1:n

s=0;
if j>1

for k=1:j-1
s=s+L(i,k)*U(k,j);

end
end
L(i,j)=(A(i,j)-s)/U(j,j);

end
end
for i=1:n

s=0;
if i>1

for j=1:i-1
s=s+L(i,j)*y(j);

end
end
y(i)=(b(i)-s);

end
for i=n:-1:1

s=0;
if i<n

for j=i+1:n
s=s+U(i,j)*x(j);

end
end
if U(i,i)==0

error(’Na diagonále je nula!’)
return

end
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x(i)=(y(i)-s)/U(i,i);
end

Pomoćı metody LU rozkladu vypočtěte kořeny soustavy lineárńıch rovnic z př́ıkladu 6.1.2.

Řešeńı lze demonstrovat podrobným výpisem pr̊uběžných i konečných výsledk̊u:

Matice soustavy A Vektor pravých stran b
---------------------------- ----------------------------

2.000 -1.000 3.000 -1.000 7.000
1.000 -1.000 4.000 -2.000 5.000
3.000 2.000 1.000 4.000 31.000
4.000 -3.000 3.000 -3.000 -5.000

Matice L Matice U
---------------------------- ----------------------------

1.000 0.000 0.000 0.000 2.000 -1.000 3.000 -1.000
0.500 1.000 0.000 0.000 0.000 -0.500 2.500 -1.500
1.500 -7.000 1.000 0.000 0.000 0.000 14.000 -5.000
2.000 2.000 -0.571 1.000 0.000 0.000 0.000 -0.857

Matice L*U
----------------------------

2.000 -1.000 3.000 -1.000
1.000 -1.000 4.000 -2.000
3.000 2.000 1.000 4.000
4.000 -3.000 3.000 -3.000

Kořeny soustavy
----------------------------
x[ 1] = 1.000e+000
x[ 2] = 2.000e+000
x[ 3] = 4.000e+000
x[ 4] = 5.000e+000

Norma reziduálnı́ho vektoru:
---------------------------
n = 7.324106877635580e-015

6.1.5 Choleského metoda (dekompozice)
Choleského metoda (také Choleského dekompozice nebo rozklad) je modifikace me-
tody LU rozkladu pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic se symetrickou regulárńı po-
zitivně definitńı čtvercovou matićı soustavy A, která se uprav́ı na součin dolńı a
horńı trojúhelńıkové matice, přičemž jedna trojúhelńıková matice je transpozićı ma-
tice druhé:
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A = U ·UT . (6.32)

Dolńı trojúhelńıková matice U z tohoto rozkladu se nazývá Choleského trojúhelńık
matice A.

Pozitivně definitńı matice je symetrická čtvercová matice, jej́ıž vlastńı č́ısla
jsou větš́ı než nula. Muśı platit:

x · A · xT > 0 . (6.33)

Výpočetńı postup řešeńı soustavy lineárńıch rovnic Choleského metodou obsahuje
v porovnáńı s metodou LU rozkladu zhruba polovičńı počet výpočetńıch operaćı a je
schématicky popsán algoritmem 6.1.5.

Proved’te Choleského dekompozici matice:

[A] =


1 −1 −1 −1 −1
−1 2 0 0 0
−1 0 3 1 1
−1 0 1 4 2
−1 0 1 2 5

 . (6.34)

Řešeńım je matice:

[U ] =


1 0 0 0 0
−1 1 0 0 0
−1 −1 1 0 0
−1 −1 −1 1 0
−1 −1 −1 −1 1

 , (6.35)

o čemž se lze přesvědčit:

A = U =
1 -1 -1 -1 -1 1 0 0 0 0

-1 2 0 0 0 -1 1 0 0 0
-1 0 3 1 1 -1 -1 1 0 0
-1 0 1 4 2 -1 -1 -1 1 0
-1 0 1 2 5 -1 -1 -1 -1 1

U*U’ =
1 -1 -1 -1 -1

-1 2 0 0 0
-1 0 3 1 1
-1 0 1 4 2
-1 0 1 2 5

[h!] InputVstup OutputVýstup n, A = [ai,j] = [a1,1an,n], b = {b1, b2bn}T x =
{x1, x2xn}T i← 1, 2n− 1, n j ← 1, 2n− 1, n i = j ui,j ← 1
ui,j ← 0
j ← 1, 2n− 1, n i← j, j + 1n− 1, n uj,j ←

√
aj,j −

∑j−1
k=1 u

2
j,k
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ui,j ←
ai,j −

j−1∑
k=1

ui,k · uj,k

uj,j

i ← 1, 2n − 1, n yi ←
bi −

i−1∑
j=1

ui,j · yj

ui,i
i ← n, n − 12, 1 xi ←

yi −
i−1∑
j=1

uj,i · xj

ui,i
Algo-

ritmus Choleského metody
M-funkce, implementuj́ıćı postup Choleského metody, může vypadat následovně:

function x=choleskeho_met(A,b)
n=length(A);
U=eye(n,n);
for j=1:n

for i=j:n
s=0;
if i>1

for k=1:j-1
s=s+U(j,k)ˆ2;

end
end
U(j,j)=sqrt(A(j,j)-s);
s=0;
if i>1

for k=1:j-1
s=s+U(i,k)*U(j,k);

end
end
U(i,j)=(A(i,j)-s)/U(j,j);

end
end
for i=1:n

s=0;
if i>1

for j=1:i-1
s=s+U(i,j)*y(j);

end
end
y(i)=(b(i)-s)/U(i,i);

end
for i=n:-1:1

s=0;
if i<n

for j=i+1:n
s=s+U(j,i)*x(j);

end
end
x(i)=(y(i)-s)/U(i,i);
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end

Vypočtěte kořeny soustavy rovnic z př́ıkladu 6.1.2 Choleského metodou.

6.2 Iteračńı metody řešeńı soustav lineárńıch rov-
nic

Řešeńı soustav lineárńıch rovnic iteračńımi metodami spoč́ıvá narozd́ıl od př́ımých
zp̊usob̊u výpočt̊u v postupném přibližováńı se k přesnému výsledku. Existuje množstv́ı
zp̊usob̊u tvorby takové posloupnosti aproximaćı, jej́ıž limitou je vektor x přesně
určených kořen̊u soustavy lineárńıch rovnic.

Soustava lineárńıch rovnic s reálnou matićı soustavy, vyjádřena maticově, může
být vyjádřena např. vztahem (6.6). Lze předpokládat, že existuje jediné přesné řešeńı:

x = A−1 · b . (6.36)

Rovnici (6.6) pak lze upravit do tvaru, který je vhodný k iterováńı:

x = H · x + g , (6.37)

kde H představuje iteračńı matici. Na vztahu (6.37) je založeno sestrojeńı posloup-
nosti iteraćı x(k) = {xk

1, x
k
2x

k
n}T podle rekurentńı formule:

x(k+1) = H · x(k) + g , (6.38)

pro iteračńı kroky k = 0, 1, 2, . . . .
Kromě iteračńı formule je nutno definovat také volbu nulté aproximace x(0) =

{x0
1, x

0
2x

0
n}T a zp̊usob ukončeńı iteračńıho cyklu, který lze provést:

[alph](d)
stanoveńım přesného počtu iteračńıch cykl̊u, které se maj́ı provést (např. s využit́ım
cyklu typu for),
zastavovaćı podmı́nkou se zadanou toleranćı nepřesnosti ε > 0, např. s využit́ım
vektorové normy:

∥x(k) − x(k−1)∥ < ε . (6.39)

Iteračńı matice H i vektor g se může při každém iteračńım kroku k měnit. Hovoř́ı
se pak o tzv. nestacionárńım iteračńım procesu, narozd́ıl od procesu stacionárńıho,
kdy jsou matice H i vektor g nezávislými na iteračńım cyklu k.

Iteračńı výpočet soustavy lineárńıch rovnic konverguje k řešeńı, pokud je matice
soustavy A diagonálně dominantńı (převažuj́ı hodnoty prvk̊u na diagonále), což lze
vyjádřit:

|ai,i| >
i−1∑
j=1

|ai,j|+
n∑

j=i+1

|ai,j| , i = 1, 2n . (6.40)
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Sestrojte funkci pro posouzeńı, zda-li je matice A diagonálně dominantńı. Vy-
zkoušejte podle (6.40) např. na matici:

[A] =


4 −1 −1 0
−1 4 0 −1
−1 0 4 −1
0 −1 −1 4

 . (6.41)

6.2.1 Jacobiho iterace
V př́ıpadě obecné soustavy lineárńıch rovnic A · x = b jsou všechny rovnice obecně
vyjádřeny:

ai,1 · x1 + ai,2 · x2 + · · · + ai,n · xn = bi , i = 1, 2n . (6.42)

Pokud je ai,i ̸= 0, lze každou z rovnic upravit:

xi =

bi −
i−1∑
j=1

ai,j · xj −
n∑

j=i+1

ai,j · xj

ai,i

, i = 1, 2n , (6.43)

což znamená, že z i-té rovnice lze určit i-tý neznámý kořen soustavy.
Jacobiho iteračńı rekurentńı formule pak má tvar:

x
(k)
i =

bi −
i−1∑
j=1

ai,j · x(k−1)
j −

n∑
j=i+1

ai,j · x(k−1)
j

ai,i

, i = 1, 2n , (6.44)

kde k je č́ıslo iteračńıho cyklu (k = 1, 2m).
Výpočetńı postup Jacobiho iteračńı metody pro m iteračńıch cykl̊u je schématicky

vyjádřen algoritmem 6.2.1. Pokud se pro ukončeńı iteračńıho výpočtu použije za-
končovaćı podmı́nka 6.39, algoritmus se nepatrně změńı (viz algoritmus 6.2.1).

[h!] InputVstup OutputVýstup m,n, A = [ai,j] = [a1,1an,n], b = {b1, b2bn}T , x(0) =
{x(0)

1 , x
(0)
2 x

(0)
n }T x(m) = {x(m)

1 , x
(m)
2 x

(m)
n }T k ← 1, 2m − 1,m i ← 1, 2n − 1, n x

(k)
i =

bi −
i−1∑
j=1

ai,j · x(k−1)
j −

n∑
j=i+1

ai,j · x(k−1)
j

ai,i

Algoritmus Jacobiho iteračńı metody
[h!] InputVstup OutputVýstup n, ε, A = [ai,j] = [a1,1an,n], b = {b1, b2bn}T , x(0) =

{x(0)
1 , x

(0)
2 x

(0)
n }T x(m) = {x(m)

1 , x
(m)
2 x

(m)
n }T k ← 1

i← 1, 2n− 1, n x(1)
i =

bi −
i−1∑
j=1

ai,j · x(0)
j −

n∑
j=i+1

ai,j · x(0)
j

ai,i

∥x(k) − x(k−1)∥ ≥ ε k ← k + 1
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i← 1, 2n− 1, n x(k)
i =

bi −
i−1∑
j=1

ai,j · x(k−1)
j −

n∑
j=i+1

ai,j · x(k−1)
j

ai,i

Algoritmus Jacobiho iterace, doplněné o zakončovaćı podmı́nku
Algoritmus Jacobiho iterace lze do programovaćıho jazyka programu Matlab

přepsat r̊uznými zp̊usoby. Prvńı m-funkce obsahuje implementaci výpočetńıho po-
stupu řešeńı systému lineárńıch rovnic, který pracuje Jacobiho metodou s konečným
počtem cykl̊u, tedy s využit́ım cyklu typu for. K zápisu tohoto algoritmu se využ́ıvá
možnosti maticových operaćı programového systému Matlab:

function x=jacobi(A,b,x,m)
n=length(A);
d=diag(A);
r=A-diag(d);
for k=1:m

x=(b-r*x)./d;
end

Druhá m-funkce je zapsána obecněǰśım zp̊usobem. Výpočet je rovněž doplněn
kontrolou, zda-li je matice soustavy A regulárńı a diagonálně dominantńı:

function x=jacobi(A,b,x,m)
if det(A)==0

error(’Soustava rovnic je singulárnı́! Det(A) je roven 0!’)
return

end
n=length(A);
for i=1:n

if A(i,i)==0
error(’Na diagonále je nula!’)
return

end
s=0;
for j=1:n

if ˜(i==j)
s=s+abs(A(i,j));

end
end
if abs(A(i,i))<s

disp(’Matice A nenı́ diagonálně dominantnı́!’)
return

end
end
for k=1:m

y=x;
for i=1:n

s1=0;
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if i>1
for j=1:i-1

s1=s1+A(i,j)*y(j);
end

end
s2=0;
if i<n

for j=i+1:n
s2=s2+A(i,j)*y(j);

end
end
x(i)=(b(i)-s1-s2)/A(i,i);

end
end

Třet́ı m-funkce řeš́ı soustavu lineárńıch rovnic Jacobiho iteraćı cyklem typu while,
jenž je ukončen zakončovaćı podmı́nkou 6.39:

function x=jacobi(A,b,x,eps)
y=x;
k=1;
for i=1:n

s1=0;
if i>1

for j=1:i-1
s1=s1+A(i,j)*y(j);

end
end
s2=0;
if i<n

for j=i+1:n
s2=s2+A(i,j)*y(j);

end
end
if A(i,i)==0

error(’Na diagonále je nula!’)
return

end
x(i)=(b(i)-s1-s2)/A(i,i);

end
while ˜(norm(y-x)<eps) & k<1000

y=x;
k=k+1;
for i=1:n

s1=0;
if i>1

for j=1:i-1
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s1=s1+A(i,j)*y(j);
end

end
s2=0;
if i<n

for j=i+1:n
s2=s2+A(i,j)*y(j);

end
end
if A(i,i)==0

error(’Na diagonále je nula!’)
return

end
x(i)=(b(i)-s1-s2)/A(i,i);

end
end

Všechny tři zp̊usoby zápisu předpokládaj́ı, že muśı být zadána i tzv. nultá apro-
ximace řešených kořen̊u soustavy x(0) = {x(0)

1 , x
(0)
2 x

(0)
n }T .
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Vyřešte kořeny soustavu lineárńıch rovnic Jacobiho iteraćı:
4 −1 −1 0
−1 4 0 −1
−1 0 4 −1
0 −1 −1 4

 ·

x1
x2
x3
x4

 =


1
2
0
1

 . (6.45)

Výpočet proved’te nejprve pro konečný počet cykl̊u m = 5, 10 a 20, přičemž
sledujte vzr̊ustaj́ıćı přesnost dosaženého řešeńı. Nakonec výpočet proved’te m-funkćı
se zakončovaćı podmı́nkou 6.39 se zadanou toleranćı nepřesnosti ε = 1 · 10−6.

Správné řešeńı kořen̊u soustavy se rovná vektoru

{x} =
{

0.5 0.75 0.25 0.5
}T

. (6.46)

Samotný pr̊uběh iteračńıho výpočtu může vypadat při zadáńı x(0) = {1, 1, 1, 1}T

následuj́ıćım zp̊usobem:

Průběh Jacobiho iterace
------------------------------------------------------
c.it. x[1] x[2] x[3] x[4]

------------------------------------------------------
0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
1 0.750000 1.000000 0.500000 0.750000
2 0.625000 0.875000 0.375000 0.625000
3 0.562500 0.812500 0.312500 0.562500
4 0.531250 0.781250 0.281250 0.531250
5 0.515625 0.765625 0.265625 0.515625
6 0.507813 0.757813 0.257813 0.507813
7 0.503906 0.753906 0.253906 0.503906
8 0.501953 0.751953 0.251953 0.501953
9 0.500977 0.750977 0.250977 0.500977

10 0.500488 0.750488 0.250488 0.500488
11 0.500244 0.750244 0.250244 0.500244
12 0.500122 0.750122 0.250122 0.500122
13 0.500061 0.750061 0.250061 0.500061
14 0.500031 0.750031 0.250031 0.500031
15 0.500015 0.750015 0.250015 0.500015
16 0.500008 0.750008 0.250008 0.500008
17 0.500004 0.750004 0.250004 0.500004
18 0.500002 0.750002 0.250002 0.500002
19 0.500001 0.750001 0.250001 0.500001
20 0.500000 0.750000 0.250000 0.500000

K dosažeńı výsledku s toleranćı nepřesnost́ı ε = 1 · 10−6 je tedy při výpočtu
Jacobiho iteraćı celkem 20-ti iteračńıch cykl̊u.
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6.2.2 Gauss-Seidelova iteračńı metoda
Obecnou soustavu lineárńıch rovnic A · x = b lze opět vyjádřit vztahem (6.42), přičemž
lze každou z rovnic definovat při splněńı podmı́nky ai,i ̸= 0 jako:

xi =

bi −
i−1∑
j=1

ai,j · xj −
n∑

j=i+1

ai,j · xj

ai,i

, i = 1, 2n . (6.47)

Z této rovnice lze odvodit Gauss-Seidelovu iteračńı rekurentńı formuli:

x
(k)
i =

bi −
i−1∑
j=1

ai,j · x(k)
j −

n∑
j=i+1

ai,j · x(k−1)
j

ai,i

, i = 1, 2n , (6.48)

která se oproti Jacobiho iteračńı formule lǐśı ve skutečnosti, že vypočtené kořeny
soustavy x

(k)
j jsou k daľśımu výpočtu použity ihned a nikoliv až v daľśım iteračńım

cyklu. Celý výpočet pak konverguje k přesnému řešeńı rychleji.
Výpočet Gauss-Seidelovou iteračńı metodou pro konečný počet m iteračńıch cykl̊u

je schématicky vyjádřen algoritmem 6.2.2. Postup lze samozřejmě opět doplnit i za-
končovaćı podmı́nkou 6.39.

[h!] InputVstup OutputVýstup m,n, A = [ai,j] = [a1,1an,n], b = {b1, b2bn}T , x(0) =
{x(0)

1 , x
(0)
2 x

(0)
n }T x(m) = {x(m)

1 , x
(m)
2 x

(m)
n }T k ← 1, 2m − 1,m i ← 1, 2n − 1, n x

(k)
i =

bi −
i−1∑
j=1

ai,j · x(k)
j −

n∑
j=i+1

ai,j · x(k−1)
j

ai,i

Algoritmus Gauss-Seidelovy iteračńı metody
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Vyřešte soustavu lineárńıch rovnic z př́ıkladu 6.2.1 Gauss-Seidelovou iteračńı me-
todou. Při výpočtu uvažujte toleranćı nepřesnosti ε = 1 · 10−6 a nultou aproximaci
kořen̊u řešené soustavy x(0) = {1, 1, 1, 1}T .

Samotný pr̊uběh iteračńıho výpočtu lze zobrazit např. takto:

Průběh Gauss-Seidelovy iterace
------------------------------------------------------
c.it. x[1] x[2] x[3] x[4]

------------------------------------------------------
0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
1 0.750000 0.937500 0.437500 0.593750
2 0.593750 0.796875 0.296875 0.523438
3 0.523438 0.761719 0.261719 0.505859
4 0.505859 0.752930 0.252930 0.501465
5 0.501465 0.750732 0.250732 0.500366
6 0.500366 0.750183 0.250183 0.500092
7 0.500092 0.750046 0.250046 0.500023
8 0.500023 0.750011 0.250011 0.500006
9 0.500006 0.750003 0.250003 0.500001

10 0.500001 0.750001 0.250001 0.500000
11 0.500000 0.750000 0.250000 0.500000
12 0.500000 0.750000 0.250000 0.500000

K dosažeńı výsledku s toleranćı nepřesnost́ı ε = 1 · 10−6 je tedy při výpočtu
Gauss-Seidelovou iteraćı celkem 12-ti iteračńıch cykl̊u.

6.2.3 Řı́dké a pásové matice
V numerické matematice se při řešeńı soustav rovnic často vyskytuj́ı matice soustavy,
které jsou ř́ıdké a pásové.

Řı́dkou matićı se rozumı́ matice, která obsahuje značný počet nulových prvk̊u.
Pásová matice pak má nenulové prvky pouze v těsné bĺızkosti diagonály. Š́ı̌rka

pásu matice pak představuje maximálńı počet sloupc̊u v bĺızkosti diagonály matice
s nenulovými prvky. Rovněž lze rozlǐsit i tzv. š́ı̌rky polopásu p, q, kterými se rozumı́
maximálńı počet sloupc̊u s nenulovými prvky vlevo a vpravo od diagonály.
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Vyřešte kořeny soustavu lineárńıch rovnic s pásovou matićı soustavy:
3 −1
−1 3 −1

. . .
−1 3 −1

−1 3

 ·


x1
x2
...

xn−1
xn


=



2
1
...
1
2


(6.49)

pro n = 100 Gauss-Seidelovou metodou, upravenou pro řešeńı pásových matic. Uvažujte
toleranćı nepřesnosti hodnotou ε = 1 · 10−6 a nultou aproximaci kořen̊u řešené sou-
stavy x(0) = {0, 00, 0}T .

Matici soustavy A i vektor pravých stran lze vygenerovat př́ıkazy programu Matlab:

clc;
clear;
n=1000;
E=ones(n,1);
A=spdiags([-E 3*E -E],-1:1,n,n);
b=ones(n,1);
b(1)=2;
b(n)=2;
x=zeros(n,1);

Výpočet je pak možno provést m-funkćı, která implementuje výpočetńı postup
Gauss-Seidelovy iteračńı metody, upravené pro řešeńı pásových matic. Š́ı̌rky polopásu
p, q jsou v tomto př́ıpadě rovny 1.

function x=gauss_seidel_pas(A,b,x,p,q,eps)
n=length(A);
maxkrok=1000;
y=x;
k=1;
for i=1:n

s1=0;
if i>1

od=i-p;
if od<1

od=1;
end
for j=od:i-1

s1=s1+A(i,j)*x(j);
end

end
s2=0;
if i<n

do=i+q;
if do>n

do=n;
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end
for j=i+1:do

s2=s2+A(i,j)*y(j);
end

end
if A(i,i)==0

error(’Na diagonále je nula!’)
return

end
x(i)=(b(i)-s1-s2)/A(i,i);

end
while ˜(norm(y-x)<eps) & k<maxkrok

y=x;
k=k+1;
for i=1:n

s1=0;
if i>1

od=i-p;
if od<1

od=1;
end
for j=od:i-1

s1=s1+A(i,j)*x(j);
end

end
s2=0;
if i<n

do=i+q;
if do>n

do=n;
end
for j=i+1:do

s2=s2+A(i,j)*y(j);
end

end
if A(i,i)==0

error(’Na diagonále je nula!’)
return

end
x(i)=(b(i)-s1-s2)/A(i,i);

end
end
if k==maxkrok

disp(’Výpočet nebyl ukončen ukončovacı́ podmı́nkou!’)
end

Výpočetńı utilita je rovněž doplněna zakončovaćı podmı́nkou, že maximálńı počet
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iteračńıch cykl̊u může být nejvýše 1000. Pokud bude výpočet ukončen splněńım této
podmı́nky, znamená to, že iteračńı výpočet nekonverguje dostatečně rychle nebo di-
verguje.

Proved’te výpočet soustavy lineárńıch rovnic s pásovou matićı soustavy z př́ıkladu 6.2.3
Gauss-Seidelovou iteračńı metodou pro n = 1000. Uvažujte toleranćı nepřesnosti hod-
notou ε = 1 · 10−6 a nultou aproximaci kořen̊u řešené soustavy x(0) = {0, 00, 0}T .

Vyřešte kořeny soustavu lineárńıch rovnic s pásovou matićı soustavy:
2 1
1 2 1

. . .
1 2 1

1 2

 ·


x1
x2
...

xn−1
xn


=



1
0
...
0
1


(6.50)

pro n = 100 Gauss-Seidelovou metodou, upravenou pro řešeńı pásových matic. Uvažujte
toleranćı nepřesnosti hodnotou ε = 1 · 10−6 a nultou aproximaci kořen̊u řešené sou-
stavy x(0) = {0, 00, 0}T .

Správné řešeńı kořen̊u soustavy se rovná vektoru

{x} =
{

1 −1 1 −1 · · · 1 −1
}T

. (6.51)

Proved’te výpočet soustavy lineárńıch rovnic s pásovou matićı soustavy z př́ıkladu 6.2.3
Gauss-Seidelovou iteračńı metodou pro n = 1000. Uvažujte toleranćı nepřesnosti hod-
notou ε = 1 · 10−6 a nultou aproximaci kořen̊u řešené soustavy x(0) = {0, 00, 0}T .

6.2.4 Metoda sdružených gradient̊u
Metoda sdružených gradient̊u (Conjugate Gradient Method) je vhodným výpočetńım
postupem pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic, u nichž je matice soustavy A čtvercová,
symetrická a pozitivně definitńı.

Princip metody sdružených gradient̊u spoč́ıvá ve vhodně zvolené posloupnosti
vektor̊u d(k), které určuj́ı směr postupu od x(k) k daľśı aproximaci x(k+1). Vektory d(k)

se postupně konstruuj́ı z posloupnosti reziduálńıch vektor̊u r(k) tak, aby pro skalárńı
součin (d(k),A · d(k−1)) platilo (d(k),A · d(k−1)) = 0. Posloupnost vektoru d(k) je pak
A-ortogonálńı.

Postup výpočtu je schématicky popsán algoritmem 6.2.4, ve kterém se nejdř́ıve
vytvoř́ı počátečńı aproximace x(0) = 0 a reziduálńı vektor r(0) = b. Za prvńı směr d(0)

se zvoĺı r(0). Urč́ı se hodnota α(0), pro kterou funkce (kvadratická forma) F (x(0) + α ·
r(0)) = F (x) = 1

2 · (A · x, x)− (b, x) nabývá svého minima, takže plat́ı:

α(0) = (d(0), r(0))
(d(0),A · d(0))

= (r(0))T · r(0)

(d(0))T · A · d(0) . (6.52)

Nyńı se oprav́ı aproximace řešeńı soustavy x(1) = x(0) +α(0) ·d(0), vypočte se nový
reziduálńı vektor r(1) = r(0) − α(0) ·A · d(0) a urč́ı se nový směr postupu d(1) ve tvaru
d(1) = r(1) + β(0) · d(0) tak, aby platilo (d(1),A · d(0)) = 0. Hodnota β(0) se přitom urč́ı
ze vztahu:

β(0) = − (d(0),A · r(1))
(d(0),A · d(0))

= (r(1))T · r(1)

(r(0))T · r(0) . (6.53)
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Dále se urč́ı hodnota α(1) tak, aby funkce F (x(1) + α · r(1)) nabývala minima, a
celý výpočet se opakuje tak dlouho, dokud neńı splněna zakončovaćı podmı́nka.

[h!] InputVstup OutputVýstup m,n, ε, A = [ai,j] = [a1,1an,n], b = {b1, b2bn}T

x = {x1, x2xn}T x(0) ← 0
d(0) ← r(0) ← b
k ← 1, 2m− 1,m ∥r(k−1)∥ < ε stop

α(k−1) ← (r(k−1))T · r(k−1)

(d(k−1))T · A · d(k−1)

x(k) ← x(k−1) + α(k−1) · d(k−1)

r(k) ← r(k−1) − α(k−1) · A · d(k−1)

β(k−1) ← (r(k))T · r(k)

(r(k−1))T · r(k−1)

d(k) ← r(k) + β(k−1) · d(k−1)

Algoritmus metody sdružených gradient̊u

Výpočetńı postup řešeńı soustavy rovnic metodou sdružených gradient̊u lze na-
programovat v programu Matlab např. následuj́ıćım zp̊usobem:

function x=sdruz_grad(A,b,eps)
n=length(A);
maxkrok=1000;
x=zeros(n,1);
d=b;
r=b;
for k=1:maxkrok

if norm(r)<eps
return

end
alfa=r’*r/(d’*A*r);
x=x+alfa*d;
rs=r;
r=r-alfa*A*d;
beta=r’*r/(rs’*rs);
d=r+beta*d;
if k==maxkrok

disp(’Výpočet nebyl ukončen ukončovacı́ podmı́nkou!’)
end

end

Výpočet hodnot α(k−1) a β(k−1) lze v m-funkci rovněž určit s využit́ım př́ıkazu
programu Matlab pro skalárńı součin dvou vektor̊u s názvem dot, např.:

alfa=dot(d,r)/dot(d,A*d);

resp.

beta=-dot(d,A*r)/dot(d,A*d);
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Proved’te výpočet soustavy lineárńıch rovnic s pásovou matićı soustavy z př́ıkladu 6.2.3
metodou sdružených gradient̊u pro n = 10000 a tolerancemi nepřesnosti ε = 1 · 10−6

a ε = 1 · 10−12.
Proved’te výpočet soustavy lineárńıch rovnic s pásovou matićı soustavy z př́ıkladu 6.2.3

metodou sdružených gradient̊u pro n = 1000 a tolerancemi nepřesnosti ε = 1 · 10−6 a
ε = 1 · 10−12.
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Vyřešte kořeny soustavu lineárńıch rovnic s ř́ıdkou matićı soustavy:

3 −1 0.5
−1 3 −1 0.5

−1 3 −1 0.5
. . .
−1 3 −1

−1 3 −1
. . .

0.5 −1 3 −1
0.5 −1 3 −1

0.5 −1 3


·



x1
x2

...

...

xn−1
xn



=



2.5
1.5
...

1.5
1
1

1.5
...

1.5
2.5



(6.54)

pro n = 10000 metodou sdružených gradient̊u s požadovanou toleranćı nepřesnosti
1 · 10−6.

Matici soustavy A i vektor pravých stran lze vygenerovat př́ıkazy programu Matlab:

clc;
clear;
n=100;
E=ones(n,1);
n2=n/2;
A=spdiags([-E 3*E -E],-1:1,n,n);
C=spdiags([E/2],0,n,n);
C=fliplr(C);
A=A+C;
A(n2+1,n2)=-1;
A(n2,n2+1)=-1;
b=zeros(n,1);
b(1)=2.5;
b(n)=2.5;
b(2:n-1)=1.5;
b(n2:n2+1)=1;

Správné řešeńı kořen̊u soustavy se rovná vektoru

{x} =
{

1 1 · · · 1 1
}T

. (6.55)
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Kapitola 7

Energetické principy a variačńı
metody ve stavebńı mechanice

7.1 Přetvárná práce vněǰśıch sil
V daľśım textu předpokládejme p̊usobeńı skutečných sil na skutečných deformaćıch
(nebudeme využ́ıvat virtuálńıch veličin, na které může být čtenář zvyklý např. ze
silové metody).

w(b)

b

w(b)

F dLe

Le

F

dF

a

w

F

w

dw

Pokud vněǰśı śıla F p̊usob́ı na dráze w (viz obrázek), pak je možné přetvárnou
práci zapsat:

d Le = F (w) d w, (7.1)

Le =
∫ w

0
F (w) d w. (7.2)

V př́ıpadě lineárně pružná odezva konstrukce bude závislost F-w lineárńı:
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F

w

dw

dF

w(b)

F dLe

Le

Výše zobrazenou lineárńı závislost popisuje Clapeyronova věta:

Le = 1
2
F w. (7.3)

Doplňková (komplementárńı) přetvárná práce vněǰśıch sil může být zapsána:

d L∗
e = w(F ) d F, (7.4)

L∗
e =

∫ F

0
w(F ) d F. (7.5)

A pro lineárně pružnou odezvu konstrukce:

L∗
e = Le = 1

2
F w. (7.6)

Komplementárńı přetvárná práce vněǰśıch sil L∗
e může být vykládána jako:

• práce nutná k tomu, aby p̊usobeńı śıly F na dráze w mělo statický charakter
(možno představit jako práci „brzd́ıćı“ śıly p̊usob́ıćı proti F na dráze w);

• práce nutná k navráceńı konstrukce do nedeformované polohy.

Le + L∗
e = F w. (7.7)

7.2 Potenciálńı energie vněǰśıch sil
Změna potenciálńı energie vněǰśıch sil Πe odpov́ıdá vykonané práci Le + L∗

e.
Potenciálńı energie vněǰśıch sil (Πe) může být v jednorozmeěné úloze (na nosńıku

zat́ıženém osovými silami, silami kolmými k ose nosńıku a momenty) vyjádřena:

Πe = −
n∑

i=1

Fi ui −
n∑

i=1

Mj φj −
∫ d

c

q(x) w(x) d x. (7.8)

Pro obecný stav napjatosti tělesa pak bude mı́t podobu:

Πe = −
∫

V

XT u d V −
∫

s

pT u d S. (7.9)
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7.3 Potenciálńı energie vnitřńıch sil
Dokonale pružné těleso plně akumuluje energii odpov́ıdaj́ıćı vykonané přetvárné práci:

Πi = Le (7.10)

Ke změne potenciálńı energie docháźı konáńım práce vnitřńıch sil W :

σ

W

ε

σ

d

σd

*W

ε

dW

*dW

Př́ıspěvek normálových napět́ı:

Wσ =
∫ ε

0
σ(ε) d ε, (7.11)

W ∗
σ =

∫ σ

0
ε(σ) d σ. (7.12)

Př́ıspěvek smykových napět́ı:

Wε =
∫ γ

0
τ(γ) d γ, (7.13)

W ∗
ε =

∫ τ

0
γ(τ) d τ. (7.14)

Pro lineárně pružnou odezvu materiálu potom:

W

W

ε

σ *

*

dW
dW

ε

σ
σd

d

Př́ıspěvek normálových napět́ı:

Wσ = W ∗
σ = 1

2
σ ε. (7.15)

Př́ıspěvek smykových napět́ı:

Wε = W ∗
ε = 1

2
τ γ. (7.16)
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Tedy potenciálńı energie vnitřńıch sil (pro lin. pružnou odezvu materiálu):

Πi = (7.17)

= 1
2

∫
V

(σx εx + σy εy + σz εz + τxy γxy + τyz γyz + τzx γzx) d V.

V maticovém zápisu:
Πi = Π∗

i = 1
2

∫
V

σT ε d V. (7.18)

Pro př́ımý prut (bez vlivu smyku) maj́ı vztahy podobu:
Normálové śıly (σ = N

A
):

Πi,N = 1
2

∫
V

1
E
σ2

xdV = · · · = 1
2

∫
l

N2

E A
d x (7.19)

Momenty (σ = M y
I

):

Πi,M = 1
2

∫
V

1
E
σ2

xdV = · · · = 1
2

∫
l

M2 y

E I
d x (7.20)

Tedy:

Πi = 1
2

∫
l

N2

E A
d x+ 1

2

∫
l

M2 y

E I
d x (7.21)

7.4 Potenciálńı energie systému
Potenciálńı energie systému je součtem potenciálńı energie vněǰśıch a vnitřńıch sil:

Π = Πe + Πi. (7.22)

(Lagrange̊uv) princip minima celkové potenciálńı energie:

Π = Πe + Πi = min. (7.23)

”Ze všech možných deformačńıch stav̊u tělesa (které neporušuj́ı jeho spojitost a
respektuj́ı okrajové podmı́nky) nastane právě ten, při kterém je potenciálńı energie
systému minimálńı.“

7.5 Variačńı úloha
• hledáme neznámou funkci (nikoli jen hodnotu),

• funkce muśı splňovat určité okrajové nebo počátečńı podmı́nky,

• hledaná funkce muśı splňovat podmı́nku extrému nějaké veličiny.
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7.6 Variačńı úlohy v teorii pružnosti
Protože plat́ı (7.23):

Π = Πi + Πe = min, (7.24)
je hodnota potenciálńı energie extrémńı (minimálńı).
Z matematiky: pro extrém veličiny Π plat́ı:

∂Π = 0, (7.25)

čehož využ́ıvaj́ı variačńı metody (např Ritzova metoda).

7.7 Ritzova metoda

7.7.1 Postup
1. Aproximace řešeńı voĺıme ve tvaru:

wn(x) =
n∑

i=1

aiψi, (7.26)

kde ai . . . neznámé konstanty, ψi . . . aproximačńı funkce.
2. Vyjádř́ıme Π pomoćı wn(x).
3. Sestaveńı a vyřešeńı n rovnic:

∂Π
∂ai

= 0. (7.27)

4. Dosazeńı vypočtených ai do (7.26).

7.7.2 Bázové funkce
Bázové (aproximačńı) funkce ψ muśı vyhovovat okrajovým podmı́nkám úlohy.

w(x)

y

x

ba

(x)ψ

Např. při výpočtu pr̊uhybu muśı platit:
ψ(a) = 0 (protože w(a)=0),
ψ(b) = 0 (protože w(b)=0).

76



7.8 Př́ıklad Použit́ı Ritzovy metody
Stanovte funkci osové deformace zadaného nosńıku (viz schéma). Předpokládejte, že
součin E × A je po celé délce nosńıku konstantńı.

F

L

Volba aproximace:

u(x) = a1 ψ1 = a1 x, tj. ψ1 = x.

Okrajové podmı́nky:

u(a) = w(x = 0) = 0 . . .ψ1(a) = x = 0
u(b) = w(x = L) ̸= 0 . . .ψ1(b) = x = L

L

x
ψ(  )x

0

L

Vyjádřeńı Πe:

Πe = −F u−
∫ L

0
q u(x)dx.

Přitom F p̊usob́ı v bodě x = L:

Πe = −F u = −F a1 ψ1 = −F a1 x = −F L a1.

Derivace funkce u = a1ψ1:

u′ = [a1 x]′ = a1.

Vyjádřeńı Πi:

Πi = 1
2

∫ L

0
E A(u′)2dx = 1

2

∫ L

0
E Aa2

1dx = E A a12

2

∫ L

0
dx

Πi = E A a2
1

2
[x]L0 = E A L

2
a2

1.

Vyjádřeńı Π:
Π = Πe + Πi = −F L a1 + E A L

2
a2

1.

Sestaveńı rovnic(e) ∂Π
∂ai

= 0 :

−F L+ E A L a1 = 0
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Výpočet a1:
a1 = F

E A

Výsledek (dosazeńım ai do u(x)):

u(x) = a1 ψ1 = F

E A
x.

Protažeńı v x = L:
u(L) = F L

E A
.

Výpočet vnitřńıch sil (normálová śıla):

N(x) = E A u′ = −E A

[
F

E A
x

]′

= F

Je zjevné, že výsledky (v tomto př́ıpadě, kdy byly vnodně zvolena bázová funkce)
odpov́ıdaj́ı řešeńım známým ze základńıch kurz̊u statiky.
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Kapitola 8

Metoda konečných prvk̊u

Nevýhodou klasických variačńıch metod je obt́ıžná volba (často nemožná) apro-
ximačńıch funkćı φ na složitěǰśıch oblastech.

Řešeńı – rozděleńı konstrukce na malé oblasti na n jednoduchých podoblast́ı a
volba aproximačńıch funkćı na nich φj na nich.

Protože Π je skalárńı veličina, lze:

Πapprox. =
n∑

j=1

Πe,j, (8.1)

kde Πe,j je potenciálńı energie j-té podoblasti (”konečného prvku“).
Daľśı postup je analogický klasickým variačńım metodám (např. Ritzově metodě)

1 – řeš́ı se soustava n lineárńıch rovnic:

∂Π
∂ai

= 0, i = 1..n (8.2)

8.1 Varianty MKP
• deformačńı (Lagrange̊uv variačńı princip) – neznámá jsou posunut́ı a pootočeńı

(nejčastěǰśı, přes 90% př́ıpad̊u),

• silová (např. Castiglian̊uv variačńı princip) – neznámé jsou silové veličiny,

• smı́̌sená (např. variačńı princip Hu-Washitsu).

8.2 Deformačńı varianta MKP
Hledané deformačńı veličiny – viz klasická teorie pružnosti (mohou být i jejich
derivace!):

• rovinná napjatost s deformace (stěny, . . . ): u, v

• desky: w, φx, φy

1Pozn.: zde je použit Lagrange̊uv variačńı princip a jde tedy o deformačńı variantu metody
konečných prvk̊u MKP (viz dále).
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• prostorové úlohy: u, v, w

Aproximačńı funkce se voĺı zásadně ve tvaru polynomů.

8.3 Volba náhradńıch polynomů
• Nejlepš́ı konvergence při použit́ı úplného polynomu n-tého stupně (Žeńı̌sek et

al).

• Počet konstant v polynomu (a1, a2, ...) = počet neznámých na konečném prvku
(u1, v1, ...).

• Ne vždy je možné použ́ıt všechny členy úplného polynomu, jak bude ukázáno
později.

Pro neznámou x:

1. a1 + a2 x

2. a1 + a2 x+ a3 x
2

3. a1 + a2 x+ a3 x
2 + a4 x

3

4. a1 + a2 x+ a3 x
2 + a4 x

3 + a5 x
4

5. . . .

Pro neznámé x a y:

1. a1 + a2 x+ a3 y

2. a1 + a2 x+ a3 y + a4 xy + a5 x
2 + a6 x

2

3. . . .

8.4 Sestaveńı matice tuhosti konečného prvku
Potenciálńı energie soustavy:

Π = 1
2

∫
V

εT D ε d V −
∫

V

XT r d V. (8.3)

Po dosazeńı za ε = BSr a vytknut́ı vektoru neznámých konstant (posunut́ı) r:

Π = 1
2

rT

∫
V

S−1T BT DB S−1 d V rT −
∫

V

XT d V r. (8.4)

Stručně:
Π = 1

2
rT K r − FT r. (8.5)
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Aplikaćı Lagrangeova variačńıho principu (∂ Π = min.) na (12.13):

K r = F, (8.6)

kde K . . . matice tuhosti konečného prvku:

K =
∫

V

S−1T BT D B S−1 d V, (8.7)

F . . . zatěžovaćı vektor konečného prvku:

F = −
∫

V

XT d V −
∫

S

pT d S. (8.8)

8.5 Analýza konstrukce
Z Ke a re a Fe jednotlivých prvk̊u (e je č́ıslo prvku) sestav́ıme K a r a F celé
konstrukce a neznámé urč́ıme řešeńım soustavy rovnic:

K r = F. (8.9)

Poznámka: tyto sestaveńı matice tuhosti a zatěžovaćıho vektoru je zcela shodné
s postupem v obecné deformačńı metodě.

8.6 Zat́ıžeńı konstrukce
• Zat́ıžeńı zavád́ıme výhradně v uzlech konečných prvk̊u

• Zat́ıžeńı má silový charakter:

– śıly pracuj́ı na posunut́ıch
– momenty pracuj́ı na pootočeńıch

• Zat́ıžeńı deformacemi bude popsáno dále

8.7 Podepřeńı konstrukce – okrajové podmı́nky
• Pružné podpory: přidáme odpov́ıdaj́ıćı tuhost pružiny na diagonálu matice tu-

hosti

• Pevná podpora (posunut́ı, pootočeńı) ⇒ známá hodnota (0, 0) neznámého po-
sunut́ı/pootočeńı (uprav́ıme systém rovnic)

• Popuštěńı podpor:⇒ známá hodnota neznámého posunut́ı/pootočeńı (uprav́ıme
systém rovnic)
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8.8 Odvozeńı konečného prvku
př́ıhradoviny

Budeme předpokládat tytéž vlastnosti, jako měl prut př́ıhradoviny v základńıch
předmětech (klouby na konćıch prutu, nenulová je jen normálová śıla).

1 2

u u1 2

y

x

Neznámé parametry deformace: u, v v každém uzlu.
Tj. celkem má tento prvek dva neznámé uzlové parametry:

{u1, u2}T .

Geometrická rovnice:
εx = ∂u

∂x
(8.10)

Maticově (ε = ∂T u): {
εx

}
=

[
∂

∂x

] {
u
}

(8.11)

Fyzikálńı rovnice:

σx = E × εx (8.12)

Maticově (σ = D ε): {
σx

}
=

[
E

] {
εx

}
(8.13)

Aproximace neznámých uzlových posunut́ı:

u(x) = a1 + a2 x (8.14)

Maticově (u = U a): {
u
}

=
[

1 x
] {

a1
a2

}
(8.15)

Aproximace neznámých uzlových posunut́ı v uzlech 1, 2
(r = S a): {

u1
u2

}
=

[
1 x1
1 x2

] {
a1
a2

}
(8.16)

Kombinaćı vztah̊u ε = ∂T u a u = U a vznikne ε = B a, kde B = ∂T U a:

{
εx

}
=

[
∂

∂x

] [
1 x

] {
a1
a2

}
(8.17)

Kombinaćı vztah̊u ε = ∂T u a u = U a vznikne ε = B a, kde B = ∂T U a:

{
εx

}
=

[
0 1

] {
a1
a2

}
(8.18)
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Z r = S a plyne:
a = S−1 r, (8.19)

kde:
S =

[
1 x1
1 x2

]
⇒ S−1 =

[ x2
x2−x1

−x1
x2−x1−1

x2−x1
−1

x2−x1

]
(8.20)

Pak mı́sto ε = Ba lze psát ε = B S−1 r:

{
εx

}
=

[
0 1

] [ x2
x2−x1

−x1
x2−x1−1

x2−x1
−1

x2−x1

] {
u1
u2

}
. (8.21)

Potenciálńı energie vnitřńıch sil:

Πi = 1
2

∫
V

εT σ d V = 1
2

∫
V

εT D ε d V = (8.22)

Potenciálńı energie vněǰśıch sil:

Πe = −
∫

V

XT r d V −
∫

S

pT r d S. (8.23)

Potenciálńı energie soustavy:

Π = 1
2

∫
V

εT D ε d V −
∫

V

XT r d V −
∫

S

pT r d S. (8.24)

Po dosazeńı za ε a vytknut́ı r:

Π = 1
2

rT

∫
V

S−1T BT DB S−1 d V rT −
∫

V

XT d V r−
∫

S

pT d S r. (8.25)

Stručně:
Π = 1

2
rT K r − FT r. (8.26)

Aplikaćı Lagrangeova variačńıho principu (∂ Π = min.) na (12.13):

K r = F, (8.27)

kde K . . . matice tuhosti konečného prvku:

K =
∫

V

S−1T BT D B S−1 d V, (8.28)

F . . . zatěžovaćı vektor konečného prvku:

F = −
∫

V

XT d V −
∫

S

pT d S. (8.29)

Pro studovaný konečný prvek:

F = X + p. (8.30)

K =
∫

V

S−1T BT D B S−1dV = A

∫ L

0
,S−1T BT D B S−1dx, (8.31)
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podrobný zápis:

K = A

∫ L

0

[ x2
x2−x1

−1
x2−x1−x1

x2−x1
−1

x2−x1

] [
0
1

] [
E

] [
0 1

] [ x2
x2−x1

−x1
x2−x1−1

x2−x1
−1

x2−x1

]
dx (8.32)

Podrobný zápis (vytknut́ı konstant před integrál):

K = A

[ x2
x2−x1

−1
x2−x1−x1

x2−x1
−1

x2−x1

] [
0
1

] [
E

] [
0 1

] [ x2
x2−x1

−x1
x2−x1−1

x2−x1
−1

x2−x1

] ∫ L

0
dx (8.33)

Po úpravě (integrace
∫ L

0 dx = L násobeńı matic):

K = EAL

[
1

(x2−x1)2
−1

(x2−x1)2
−1

(x2−x1)2
1

(x2−x1)2

]
, x2 − x1 = L⇒ K =

[
EA
L

−EA
L

−EA
L

EA
L

]
, (8.34)

což je matice tuhosti známá i z deformačńı metody.
Soustava rovnic pro jeden konečný prvek má tedy tvar:

Kere = Fe,

podrobně: [
EA
L

−EA
L

−EA
L

EA
L

] [
u1
u2

]
=

[
F1
F2

]
(8.35)

Rozš́ı̌reńı na proměnné u a v v každém uzlu:
EA
L

0 −EA
L

0
0 0 0 0

−EA
L

0 EA
L

0
0 0 0 0



u1
v1
u2
v2

 =


F1
0
F2
0

 (8.36)

Źıskaný tvar přesně odpov́ıdá matici tuhosti př́ıhradového prvku, která je známa z
deformačńı metody.

8.9 Úkoly k procvičeńı:
• Navrhněte polynom pro aproximaci pr̊uhybu trojuzlové desky (tj. s 9 konstan-

tami ai).

• Na základě znalosti teorie pružnosti určete, jaký bude stupeň polynomu apro-
ximuj́ıćıho ohybové momenty.
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Kapitola 9

Ilustrace programu

Dále bude nast́ıněna možná podoba program pro řešeńı př́ıhradových konstrukćı sse-
taveného v algoritmockém jazyce 1.

9.0.1 Zadáńı: typ úlohy, materiál
Počet stupň̊u volnosti (ndof) a počet uzl̊u na prvku (puzlu):

ndof=2
puzlu=2

Modul pružnosti (E) a plocha prvku(A):

E=20e9
A=0.01

9.0.2 Zadáńı: geometrie
Souřadnice uzl̊u (x,y, co řádek to prvek):

uzly=[ 0 2 ;
3 2 ;
3 0 ]

Konečné prvky (č́ısla uzl̊u na prvku – pořadová č́ısla řádk̊u v matici uzly):

pruty=[ 1 2 ;
3 2 ]

9.0.3 Zadáńı: podpory a zat́ıžeńı
podpory=[
1 1 0 ;
1 2 0 ;
3 1 0 ;

1Viz http://www.octave.org nebo http://www.matlab.com.
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3 2 0 ]

sily=[
2 1 -2000 ;
2 2 -3000 ]

Pomůcka: č́ıslo uzlu, směr (1=u, 2=v), velikost.

9.0.4 Výpočet velikosti poĺı
Zadané veličiny:

nuzlu=size(uzly,1)
nprutu=size(pruty,1)
npodpor=size(podpory,1)
nsil=size(sily,1)

Velikost úlohy:

velikost = nuzlu*ndof

9.0.5 Kódová č́ısla
Prut 1 (uzly a=1,b=2):

[u1, v1, u2, v2] = [1, 2, 3, 4]

Prut 2 (uzly c=3,b=2):

[u3, v3, u2, v2] = [5, 6, 3, 4]

Sestav́ıme kódová č́ısla:

kcis=zeros(nprutu,ndof*puzlu);
for i=1:nprutu

for j=1:puzlu
for k=1:ndof

kcis(i, ((j-1)*ndof+k))=(pruty(i,j)-1)*ndof+k ;
end

end
end

9.0.6 Výpočet: nulováńı K, U, F

K = zeros(velikost);
u = zeros(velikost,1);
F = zeros(velikost,1);
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9.0.7 Výpočet: sestaveńı K
for i=1:nprutu

% TADY BUDE sestaveni lokalni matice tuhosti:

% TADY BUDE transformace do glob. souradnic:

% TADY BUDE samotna lokalizace:
end

9.0.8 Výpočet: sestaveńı lokálńı Ke
dx = (uzly(pruty(i,1),1)-uzly(pruty(i,2),1));
dy = (uzly(pruty(i,1),2)-uzly(pruty(i,2),2));
L = sqrt(dxˆ2 + dyˆ2);

S=[1 0 ; 1 L];
B=[0 1];
D=[E];
Si=inv(S);
Kel=A*L*Si’*B’*D*B*Si;
Keg=[Kel(1,1) 0 Kel(1,2) 0 ; 0 0 0 0 ;

Kel(2,1) 0 Kel(2,2) 0 0 0 0 0 ];

9.0.9 Výpočet: transformace Ke do globálńıch souřadnic

% Transformace:
s = dy/L;
c = dx/L;

T = [ c s 0 0 ; -s c 0 0 ;
0 0 c s ; 0 0 -s c ] ;

Ke = T’ * Keg * T;

9.0.10 Výpočet: lokalizace do K

for j=1:(puzlu*ndof)
for k=1:(puzlu*ndof)
K(kcis(i,j),kcis(i,k))=K(kcis(i,j),kcis(i,k))+Ke(j,k);
end
end
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9.0.11 Výpočet: podpory
for i=1:npodpor

iuz=podpory(i,1);
ismer=podpory(i,2);
pos = (ndof*(iuz-1))+ismer;
u(pos) = u(pos)+podpory(i,3);
for j=1:velikost

K(pos,j) = 0.0 ;
K(j,pos) = 0.0 ;

end
K(pos,pos) = 1.0 ;

end

Uvedený algoritmus funguje jen pro pevné podpory (s nulovým posunut́ım). Pro
předepsaná posunut́ı v řádku i (popuštěńı podpor by bylo ještě třeba):

1. doplnit do vektoru u př́ıslušnou hodnotu posunut́ı ui,

2. hodnoty v i-tém sloupci matice K vynásobit hodnoutou ui a odeč́ıst od vektoru
F,

3. na diagonálu matice K v i-tém řádku dosadit 1 ,

4. do vektoru F v i-tém řádku dosadit ui .

9.0.12 Výpočet: zat́ıžeńı
Předpokládáme jen śıly v uzlech:

for i=1:nsil
iuz=sily(i,1);
ismer=sily(i,2);
pos = (ndof*(iuz-1))+ismer;
F(pos) = F(pos)+sily(i,3);

end

9.0.13 Výpočet: soustava rovnic
Vyřeš́ıme soustavu rovnic (je-li vše dobře, tak jsou lineárńı):

u=K\F

Vektor u obsahuje hledaná posunut́ı.
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9.0.14 Výsledky: výpočet na jednotlivých prvćıch
for i=1:nprutu
ue = zeros(puzlu*ndof,1);
uel = zeros(puzlu*ndof,1);

% TADY BUDE ziskani lokalnich vektoru deformaci:
% TADY BUDE transformace:
% TADY BUDE matice tuhosti (jen lokalni):
% TADY BUDE vysledeK - sily v prutech:

end

9.0.15 Výsledky: lokálńı vektory deformaćı
% Ziskani lokalnich vektoru deformaci:

for j=1:(puzlu*ndof)
ue(j) = u(kcis(i,j));

end

9.0.16 Výsledky: transformace lokálńıch vektor̊u deformaćı
Vektory převedeme do lokálńıho systému souřadnic:

dx2 = (uzly(pruty(i,1),1)-uzly(pruty(i,2),1))ˆ2;
dy2 = (uzly(pruty(i,1),2)-uzly(pruty(i,2),2))ˆ2;
L = sqrt(dx2 + dy2);

s = sqrt(dy2)/L;
c = sqrt(dx2)/L;
T = [ c s 0 0 ; -s c 0 0 ;

0 0 c s ; 0 0 -s c ] ;
uel = T * ue;

9.0.17 Výsledky: lokálńı matice tuhosti
S=[1 0 ; 1 L];
B=[0 1];
D=[E];
Si=inv(S);
Kel=A*L*Si’*B’*D*B*Si;
Keg=[Kel(1,1) 0 Kel(1,2) 0 ;

0 0 0 0 ;
Kel(2,1) 0 Kel(2,2) 0
0 0 0 0 ];
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9.0.18 Výsledky: koncové śıly na prutech

Fe = Keg * uel

9.1 Doplněńı: matice tuhosti K
Vlastnosti matice tuhosti konstrukce (v úlohách lineárńı pružnosti):

• pozitivně definitńı (jen pokud je konstrukce řádně podepřená!),

• symetrická podle hlavńı diagonály (vyplývá např. z Bettiho věty),

• ř́ıdká, zpravidla pásová (obsahuje velmi málo nenulových člen̊u).

Uvedených vlastnost́ı využ́ıvaj́ı efektivńı řešiče soustav rovnic. Př́ıklad rozložeńı
nenulových prvk̊u v matici tuhosti je uveden na následuj́ıćım obrázku:
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9.2 Úkoly k procvičeńı
• Ve vhodném software, např. GNU Octave http://www.octave.org nebo MATLAB

http://www.matlab.com sestavte výpočetńı program pro řešeńı př́ıhradových
konstrukćı.

• Ověřte, zda źıskané výsledky odpov́ıdaj́ı výsledk̊um vypoč́ıtaným na základě
zásad statiky.
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Kapitola 10

Odvozeńı konečného prvku pro
rovinný problém

1

2

3

x

y v
u

u

1

1

2

2

3
3

v

v

u

Neznámé parametry deformace tedy budou: u, v v každém uzlu.

Tj. celkem šest neznámých uzlových parametr̊u na konečném prvku:

{u1, v1, u2, v2, u3, v3}T .

Geometrické rovnice:

εx = ∂u

∂x
, εy = ∂v

∂y
, τxy = ∂u

∂y
+ ∂v

∂x
. (10.1)

Maticově (ε = ∂T u): 
εx

εy

γxy

 =

 ∂
∂x

0
0 ∂

∂y
∂

∂y
∂

∂x

 {
u
v

}
(10.2)

Fyzikálńı rovnice (rovinná napjatost):

σx = E

1− µ2 (εx + µ εy) (10.3)

σy = E

1− µ2 (εy + µ εx) (10.4)

τx = E

2(1− µ)
γxy (10.5)
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Maticově (σ = D ε):
σx

σy

τxy

 = E

1− µ2

 1 µ 0
µ 1 0
0 0 1

2(1− µ)

 
εx

εy

γxy

 (10.6)

Fyzikálńı rovnice (rovinná deformace):

σx = E

(1 + µ)(1− 2µ)
[(1− µ) εx + µ εy]

σy = E

(1 + µ)(1− 2µ)
[µ εx + (1− µ) εy] (10.7)

τx = E

(1 + µ)(1− 2µ)
γxy

1
2

(1− µ)

Maticově (σ = D ε):
σx

σy

τxy

 = E

(1 + µ)(1− 2µ)

 1− µ µ 0
µ 1− µ 0
0 0 1

2(1− µ)

 
εx

εy

γxy


Aproximace neznámých uzlových posunut́ı:

u(x, y) = a1 x+ a2 y + a3 (10.8)
v(x, y) = a4 x+ a5 y + a6 (10.9)

Maticově (u = U a):

{
u
v

}
=

[
x y 1 0 0 0
0 0 0 x y 1

]


a1
a2
a3
a4
a5
a6


(10.10)

Aproximace neznámých uzlových posunut́ı v uzlech 1, 2, 3 (r = S a):

u1
v1
u2
v2
u3
v3


=


x1 y1 1 0 0 0
0 0 0 x1 y1 1
x2 y2 1 0 0 0
0 0 0 x2 y2 1
x3 y3 1 0 0 0
0 0 0 x3 y3 1





a1
a2
a3
a4
a5
a6


(10.11)

Kombinaćı vztah̊u ε = ∂T u a u = U a vznikne ε = B a, kde B = ∂T U:


εx

εy

γxy

 =

 ∂
∂x

0
0 ∂

∂y
∂

∂y
∂

∂x

 [
x y 1 0 0 0
0 0 0 x y 1

]


a1
a2
a3
a4
a5
a6


(10.12)
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Kombinaćı vztah̊u ε = ∂T u a u = U a vznikne ε = B a, kde B = ∂T U:


εx

εy

γxy

 =

 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 1 0 1 0 0




a1
a2
a3
a4
a5
a6


(10.13)

Z r = S a plyne: a = S−1 r.
Pak: ε = B S−1 r.
Potenciálńı energie vnitřńıch sil:

Πi = 1
2

∫
V

εT σ d V = 1
2

∫
V

εT D ε d V (10.14)

Potenciálńı energie vněǰśıch sil:

Πe = −
∫

V

XT r d V −
∫

S

pT r d S. (10.15)

Potenciálńı energie soustavy:

Π = 1
2

∫
V

εT D ε d V −
∫

V

XT r d V −
∫

S

pT r d S. (10.16)

Po dosazeńı za ε a vytknut́ı r:

Π = 1
2

rT

∫
V

S−1T BT DB S−1 d V rT −
∫

V

XT d V r−
∫

S

pT d S r. (10.17)

Stručně:
Π = 1

2
rT K r − FT r. (10.18)

Aplikaćı Lagrangeova variačńıho principu (∂ Π = min.) na (12.13):

K r = F, (10.19)

kde K . . . matice tuhosti konečného prvku:

K =
∫

V

S−1T BT D B S−1 d V, (10.20)

F . . . zatěžovaćı vektor konečného prvku:

F = −
∫

V

XT d V −
∫

S

pT d S. (10.21)

Pro studovaný konečný prvek:

K = t A S−1T BT D B S−1, (10.22)

kde t . . . tloušt’ka konečného prvku.

F = X + p. (10.23)
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10.1 Analýza konstrukce
Z Ke a re a Fe jednotlivých prvk̊u (e je č́ıslo prvku) sestav́ıme K a r a F celé
konstrukce a neznámé urč́ıme řešeńım soustavy rovnic:

K r = F. (10.24)

10.2 Výpočet výsledk̊u na konečných prvćıch
1. z vektoru r celé konstrukce sestav́ıme vektory re jednotliných konečných prvk̊u

2. pro každý prvek stanov́ıme poměrné deformace:
εe = B S−1 re

3. pro každý prvek stanov́ıme napět́ı:
σe = D εe nebo σe = D B S−1 re

10.3 Diskuse: spojitost a výstižnost výsledk̊u
Použitá aproximace posunut́ı:

u(x, y) = a1 x+ a2 y + a3

v(x, y) = a4 x+ a5 y + a6

Tedy polynom 1. stupně pro posunut́ı:

• spojité deformace r

• protože ε = ∂ r, konstantńı poměrné deformace (po derivaci sńıžeńı na
polynom 0. stupně)

• protože σ = D ε, konstantńı napět́ı (polynom 0. stupně)

V př́ıpadě odvozeného konečného prvku tedy bude platit:

• pro uvedený prvek jsou deformace aproximovány „lineárně“,

• poměrné deformace a napět́ı jsou na prvku konstantńı,

• pro přesněǰśı výsledky ⇒ hustš́ı śıt’ konečných prvk̊u.

Ilustrace výsledných napět́ı na stěně analyzované s využit́ım popsaného konečného
prvku pro dvě hustoty śıtě:

95



bigfile

uFEM 0.2.53d

Set:    1: 1.000
CS: CART

 06. 01. 2011

-3.91304e+04

-3.42391e+04

-2.93478e+04

-2.44565e+04

-1.95652e+04

-1.46739e+04

-9.78261e+03

-4.89130e+03

0.00000e+00

x

y

z

bigfile

uFEM 0.2.53d

Set:    1: 1.000
Result: s_x

 06. 01. 2011

-4.58974e+04

-4.01602e+04

-3.44231e+04

-2.86859e+04

-2.29487e+04

-1.72115e+04

-1.14744e+04

-5.73718e+03

0.00000e+00

3.72721e+02

7.45442e+02

1.11816e+03

1.49088e+03

1.86360e+03

2.23632e+03

2.60905e+03

2.98177e+03

x

y

z

10.4 Úloha k procvičeńı:
• Navrhněte úpravu výpočetńıho algoritmu tak, aby byl schopen řešit jednoduché

stěny.
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Kapitola 11

Nosné desky

11.1 Základńı předpoklady
Deska je těleso, které má jeden rozměr mnohem menš́ı než rozměry zbývaj́ıćı. Zat́ıžeńı
desky je orientováno výhradně kolmo k jej́ı střednicové rovině.

V daľśım textu bude předpokládána Kirchhoffova teorie ohybu tenkých desek:

• „technická teorie“ ohybu tenkých desek,

• jednotlivé vrstvy desky na sebe netlač́ı σz = 0,

• normálová napět́ı ve střednicové rovině jsou nulová,

• body ve střednicové rovině se mohou přemist’ovat pouze ve směru osy z,

• normály střednicové roviny z̊ustávaj́ı i po deformaci př́ımé a kolmé k této rovině.

11.2 Deformace a poměrné deformace na desce

z

ϕ

h

w(x,y)u

Rovnice vycháźı z geometrických závislośı (viz obrázek).

u = −z ∂w
∂x

, v = −z ∂w
∂y

(11.1)
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εx = ∂u

∂x
= −z ∂

2w

∂x2 (11.2)

εy = ∂u

∂y
= −z ∂

2w

∂y2 (11.3)

γxy = ∂u

∂x
+ ∂v

∂y
= −2 z ∂x

∂y
(11.4)

11.3 Fyzikálńı rovnice na desce
Budeme předpokládat lineárńı isotropńı materiál:

σx = E

1− µ2 (εx + µ εy) = − E

1− µ2

(
∂2w

∂x2 + µ
∂2w

∂y2

)
(11.5)

σy = E

1− µ2 (εy + µ εx) = − E

1− µ2

(
∂2w

∂y2 + µ
∂2w

∂x2

)
(11.6)

τxy = G γ = − E

2 (1 + µ)
2 z ∂2w

∂x∂y
(11.7)

11.4 Vnitřńı śıly na desce

x

y

τ

τ

σ
σ

τ

τ

yz yx 

y

xz 

xy

x

m m

m mx

yyx

xy qx

qy

z

Momenty:

mx =
∫ t/2

−t/2
σx z dx = −D

(
∂2w

∂x2 + µ
∂2w

∂y2

)
, (11.8)

my =
∫ t/2

−t/2
σy z dx = −D

(
µ
∂2w

∂x2 + ∂2w

∂y2

)
, (11.9)

mxy =
∫ t/2

−t/2
τxy z dx = −D (1− µ) ∂

2w

∂x y
, (11.10)

kde D je desková tuhost:

D = E t3

12 (1− µ2)
(11.11)
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Posouvaj́ıćı śıly:

qx =
∫ t/2

−t/2
τxzdz = −D

(
∂3w

∂x3 + ∂3w

∂x∂y2

)
, (11.12)

qy =
∫ t/2

−t/2
τyzdz = −D

(
∂3w

∂x3 + ∂3w

∂x2∂y

)
. (11.13)

11.5 Odvozeńı konečného prvku pro tenkou desku
x

y

4
w3w4

1 2

w2w1

3

Neznámé parametry deformace: w, φx, φy v každém uzlu.

Tj. celkem dvanáct neznámých uzlových parametr̊u:

r = {w1, φx,1, φy,1, w2, φx,2, φy,2, w3, φx,3, φy,3}T ,

φx,i = ∂wi

∂x
, φy,i = ∂wi

∂y
.

Geometrické rovnice:

εx = −∂
2w

∂x2 , εy = −∂
2w

∂y2 , τxy = −2 ∂
2w

∂x∂y
. (11.14)

Maticově (ε = ∂T u): 
εx

εy

γxy

 =

 − ∂2

∂x

− ∂2

∂y

−2 ∂2

∂x∂y

 {
w

}
(11.15)

Fyzikálńı rovnice (bez qx, qy!):

mx = E h3

12(1− µ2)
(εx + µ εy) (11.16)

my = E h3

12(1− µ2)
(εy + µ εx) (11.17)

mxy = E h3

24(1 + µ2)
γxy (11.18)
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Maticově (σ = D ε):
mx

my

mxy

 = E h3

12(1− µ2)

 1 µ 0
µ 1 0
0 0 1

2(1− µ)

 
εx

εy

γxy

 (11.19)

Neznámá uzlová posunut́ı: 
w

φx

φy

 =


w

∂w
∂x

−∂w
∂y

 (11.20)

Aproximace neznámých uzlových posunut́ı:

w = a1 + a2 x+ a3 y + a4 x
2 + a5 xy + a6 y

2 (11.21)
+ a7 x

3 + a8 x
2y + a9 xy

2 + a10y
3 + a11x

3y + a12xy
3

φx = a2 + 2a4x+ a5y + 3a7x
2 + 2a8xy + a9y

2 + 3a11x
2y + a12y

3

φy = −a3 − a5x− 2a6y − a8x
2 − 2a9xy − 3a10y

2 − a11x
3 − 3a12xy

2

Maticově (u = U a): {w,φx, φy}T =

 1 x y x2 xy y2 x3 x2y xy2 y3 x3y xy3

0 1 0 2x y 0 3x2 xy y2 0 3x2y 3y3

0 0 −1 0 −x −2y 0 −x2 −xy 3y2 −x3 −3xy2





a1
a2
a3
a4
a5
a6
a7
a8
a9
a10
a11
a12


(11.22)

Aproximace neznámých uzlových posunut́ı v uzlech 1, 2, 3, 4 (r = S a):
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{w1, φx,1, φy,1, w2, φx,2, φy,2, w3, φx,3, φy,3, w4, φx,4, φy,4}T =

1 x1 y1 x2
1 x1y1 y2

1 x3
1 x2

1y1 x1y
2
1 y3

1 x3
1y1 x1y

3
1

0 1 0 2x1 y1 0 3x2
1 x1y1 y2

1 0 3x2
1y1 3y3

1
0 0 −1 0 −x1 −2y1 0 −x2

1 −x1y1 3y2
1 −x3

1 −3x1y
2
1

1 x2 y2 x2
2 x2y2 y2

2 x3
2 x2

2y2 x2y
2
2 y3

2 x3
2y2 x2y

3
2

0 1 0 2x2 y2 0 3x2
2 x2y2 y2

2 0 3x2
2y2 3y3

2
0 0 −1 0 −x2 −2y2 0 −x2

2 −x2y2 3y2
2 −x3

2 −3x2y
2
2

1 x3 y3 x2
3 x3y3 y2

3 x3
3 x2

3y3 x3y
2
3 y3

3 x3
3y3 x3y

3
3

0 1 0 2x3 y3 0 3x2
3 x3y3 y2

3 0 3x2
3y3 3y3

3
0 0 −1 0 −x3 −2y3 0 −x2

3 −x3y3 3y2
3 −x3

3 −3x3y
2
3

1 x4 y4 x2
4 x4y4 y2

4 x3
4 x2

4y4 x4y
2
4 y3

4 x3
4y4 x4y

3
4

0 1 0 2x4 y4 0 3x2
4 x4y4 y2

4 0 3x2
4y4 3y3

4
0 0 −1 0 −x4 −2y4 0 −x2

4 −x4y4 3y2
4 −x3

4 −3x4y
2
4





a1
a2
a3
a4
a5
a6
a7
a8
a9
a10
a11
a12


(11.23)

Kombinaćı vztah̊u ε = ∂T u a u = U a vznikne ε = B a, kde B = ∂T U.
Z r = S a plyne: a = S−1 r a ε = B S−1r.

Potenciálńı energie vnitřńıch sil:

Πi = 1
2

∫
V

εT σ d V = 1
2

∫
V

εT D ε d V (11.24)

Potenciálńı energie vněǰśıch sil:

Πe = −
∫

V

XT r d V −
∫

S

pT r d S. (11.25)

Potenciálńı energie soustavy:

Π = 1
2

∫
V

εT D ε d V −
∫

V

XT r d V −
∫

S

pT r d S. (11.26)

Po dosazeńı za ε a vytknut́ı r:

Π = 1
2

rT

∫
V

S−1T BT DB S−1 d V rT −
∫

V

XT d V r−
∫

S

pT d S r. (11.27)

Stručně:
Π = 1

2
rT K r − FT r. (11.28)

Aplikaćı Lagrangeova variačńıho principu (∂ Π = min.) na (12.13):

K r = F, (11.29)

kde K . . . matice tuhosti konečného prvku:

K =
∫

V

S−1T BT D B S−1 d V, (11.30)

F . . . zatěžovaćı vektor konečného prvku:

F = −
∫

V

XT d V −
∫

S

pT d S. (11.31)
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Pro studovaný konečný prvek je vhodné použ́ıt numerickou integraci ve 2D, protože
matice B obsahuje proměnné x, y a jej́ı obecné vyč́ısleńı je pracné.

K = t

∫
A

S−1T BT D B S−1 d A, (11.32)

kde t . . . tloušt’ka konečného prvku.

F = X + p. (11.33)

Je vhodné připomenout, že integrace na obecném čtyřúhelńıku neńı zcela snadná,
proto je vhodné bud’ pracovat s prvky tvaru čtverce nebo obdélńıka, př́ıpadně použ́ıt
izoparametrické prvky, které budou uvedeny v daľśım textu.

11.6 Úloha k procvičeńı:
• V sestevném programu pro výpočet stěn najděte části, které by vyžadovaly

změnu, aby s nimi bylo možné řešit nosné desky.
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Kapitola 12

Konečné prvky pro řešeńı 3D úloh

12.1 Geometrické vztahy ve 3D
Maticově (ε = ε∂ u): 

εx

εy

εz

γyz

γzx

γxy


=



∂
∂ x

0 0
0 ∂

∂ y
0

0 0 ∂
∂ z

0 ∂
∂ z

∂
∂ y

∂
∂ z

0 ∂
∂ x

∂
∂ y

∂
∂ x

0




u
v
w

 , (12.1)

12.2 Fyzikálńı vztahy ve 3D
Maticově (σ = D ε) pro lineárně pružný materiál:

σx

σy

σz

τyz

τzx

τxy


= A



1 µ
1−µ

µ
1−µ

0 0 0
µ

1−µ
1 µ

1−µ
0 0 0

µ
1−µ

µ
1−µ

1 0 0 0
0 0 0 1−2 µ

2(1−µ) 0 0
0 0 0 0 1−2 µ

2(1−µ) 0
0 0 0 0 0 1−2 µ

2(1−µ)





εx

εy

εz

γyz

γzx

γxy


,

A = E(1− µ)
(1 + µ) (1− 2 µ)

(12.2)

12.3 Odvozeńı konečného prvku
pro 3D úlohy

Odvozeńı konečného prvku je analogické odvozeńı konečného provku pro rovinný
problém, hlavńı rozd́ıl je v počtu neznámých v prostoru.
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x

y

z

4

1

3

2

Neznámé parametry deformace: u, v, w v každém uzlu.

Tedy prvek má celkem dvanáct neznámých uzlových parametr̊u:

{u1, v1, w1, u2, v2, w2, u3, v3, w3, u4, v4, w4}T .

Aproximace neznámých uzlových posunut́ı:

u(x, y) = a1 x+ a2 y + a3 z + a4 (12.3)
v(x, y) = a5 x+ a6 y + a7 z + a8 (12.4)
w(x, y) = a9 x+ a10 y + a11 z + a12 (12.5)

Maticově (u = U a):


u
v
w

 =

 x y z 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 x y z 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 x y z 1





a1
a2
a3
a4
a5
a6
a7
a8
a9
a10
a11
a12



(12.6)

Aproximace neznámých uzlových posunut́ı v uzlech 1, 2, 3, 4 (r = S a):

u1
v1
w1
u2
v2
w2
u3
v3
w3
u4
v4
w4



=



x1 y1 z1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 x1 y1 z1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 x1 y1 z1 1
x2 y2 z2 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 x2 y2 z2 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 x2 y2 z2 1
x3 y3 z3 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 x3 y3 z3 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 x3 y3 z3 1
x4 y4 z4 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 x4 y4 z4 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 x4 y4 z4 1





a1
a2
a3
a4
a5
a6
a7
a8
a9
a10
a11
a12



(12.7)
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Kombinaćı vztah̊u ε = ∂ u a u = U a vznikne ε = B a, kde B = ∂T U:



εx

εy

εz

γyz

γzx

γxy


=


1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0





a1
a2
a3
a4
a5
a6
a7
a8
a9
a10
a11
a12



(12.8)

Z r = S a plyne: a = S−1 r.
Pak: ε = B S−1r.
Potenciálńı energie vnitřńıch sil:

Πi = 1
2

∫
V

εT σ d V = 1
2

∫
V

εT D ε d V. (12.9)

Potenciálńı energie vněǰśıch sil:

Πe = −
∫

V

XT r d V −
∫

S

pT r d S. (12.10)

Potenciálńı energie soustavy:

Π = 1
2

∫
V

εT D ε d V −
∫

V

XT r d V −
∫

S

pT r d S. (12.11)

Po dosazeńı za ε a vytknut́ı r:

Π = 1
2

rT

∫
V

S−1T BT DB S−1 d V rT −
∫

V

XT d V r−
∫

S

pT d S r. (12.12)

Stručně:
Π = 1

2
rT K r − FT r. (12.13)

Aplikaćı Lagrangeova variačńıho principu (∂ Π = min.) na (12.13):

K r = F, (12.14)

kde K . . . matice tuhosti konečného prvku:

K =
∫

V

S−1T BT D B S−1 d V, (12.15)

F . . . zatěžovaćı vektor konečného prvku:

F = −
∫

V

XT d V −
∫

S

pT d S. (12.16)
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Pro studovaný konečný prvek (B,D,S−1 obsahuj́ı jen konstanty):

K = S−1T BT D B S−1
∫

V

dV, (12.17)

K = V S−1T BT D B S−1. (12.18)

F = X. (12.19)

12.4 Analýza konstrukce
Z Ke a re a Fe jednotlivých prvk̊u (e je č́ıslo prvku) sestav́ıme K a r a F celé
konstrukce a neznámé urč́ıme řešeńım soustavy rovnic:

K r = F. (12.20)

12.5 Výpočet výsledk̊u (napět́ı a deformaćı) na
konečných prvćıch

1. z vektoru r celé konstrukce sestav́ıme vektory re jednotliných konečných prvk̊u

2. pro každý prvek stanov́ıme poměrné deformace:
εe = B S−1 re

3. pro každý prvek stanov́ıme napět́ı:
σe = D εe nebo σe = D B S−1 re

12.6 Úloha k procvičeńı:
• V sestevném programu pro výpočet stěn najděte části, které by vyžadovaly

změnu, aby s nimi bylo možné řešit konstrukce pomoćı objemových prvk̊u.
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Kapitola 13

Izoparametrické konečné prvky

• Proces tvorby matice tuhosti konečného prvku prob́ıhá na jednotkovém obrazci
(čtverec, krychle) v jednotkových souřadnićıch (η, ξ, ζ)

• Pomoćı zvolených funkćı se jednotkový obrazec (η, ξ, ζ) zobraźı na skutečný
tvar prvku (x, y, z)

• Funkce použité pro zobrazeńı se použij́ı i jako aproximace hledané veličiny

13.1 Jednotkový konečný prvek

1 1

s

t

+1−1 0

• Délka strany prvku je 1 + 1 = 2

• Použijeme přirozené souřadnice s, t (v literatuře často např. i ξ, η)

13.2 Jednotkový a skutečný prvek

−1 0

s

11

+1

x3x2x1
x

y

t

Vztah mezi x a s:
x =

∑
i

Ni(s) xi, (13.1)

kde Ni jsou tvarové funkce .
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13.3 Tvarové funkce

1

11
1

2 22 33 113

Aby bylo možné použ́ıt rovnici (13.5), muśı tvarové funkce Ni nabývat:

• v bodě i hodnoty 1,

• ve všech ostatńıch bodech hodnoty 0.

13.4 Vyjádřeńı polohy bod̊u
x =

∑
i

Ni(s) xi, (13.2)

Pro uvedený trojuzlový prvek:

x = N1(s) x1 +N2(s) x2 +N3(s) x3 (13.3)

13.5 Ukázka použit́ı

s

−1 10

0 3 8x

p=0.5

q=?

Volba tvarových funkćı pro zobrazený př́ıpad:

N1 = −s(1− s)
2

N2 = (1− s2) (13.4)

N3 = s(1 + s)
2

Tedy:

x = N1 x1 +N2 x2 +N3 x3 = −s(1− s)
2

x1 + (1− s2) x2 + s(1 + s)
2

x3.

p = −0.5(1− 0.5)
2

0 + (1− 0.52) 3 + 0.5(1 + 0.5)
2

8 = 5.88

Pro kontrolu:

x(s = 0) = −0(1− 0)
2

0 + (1− 02) 3 + 0(1 + 0)
2

8 = 3
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13.6 Vyjádřeńı neznámých posunut́ı
u =

∑
i

Ni(s) ui, (13.5)

Pro uvedený trojuzlový prvek:

u = N1(s) u1 +N2(s) u2 +N3(s) u3 (13.6)

13.7 Trojuzlový prvek př́ıhradoviny
Jednotkový a skutečný prvek:

−1 0

s

11

+1

x3x2x1
x

y

t

Neznámá posunut́ı:

x
x1 x2 x3

u1 u2 u3

y

Na prvku budeme uvažovat celkem tři neznámá posunut́ı u = {u1, u2, u3}T

Volba tvarových funkćı:

N1 = −s(1− s)
2

N2 = (1− s2) (13.7)

N3 = s(1 + s)
2

Tedy:

x = N1 x1 +N2 x2 +N3 x3 = −s(1− s)
2

x1 + (1− s2) x2 + s(1 + s)
2

x3 (13.8)

Maticově:

{x} =
[
N1 N2 N3

]
x1
x2
x3

 (13.9)

{x} =
[
− s(1−s)

2 (1− s2) s(1+s)
2

]
x1
x2
x3


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Aproximace posunut́ı u (stejnými funkcemi jako x):

u =
∑

i

Ni(s) ui, (13.10)

u = N1 u1 +N2 u2 +N3 u3 = −s(1− s)
2

u1 + (1− s2) u2 + s(1 + s)
2

u3

Maticově:

{u} =
[
N1 N2 N3

]
u1
u2
u3

 (13.11)

{u} =
[
− s(1−s)

2 (1− s2) s(1+s)
2

]
u1
u2
u3


Poměrné derivace:

ε = ∂u (13.12)

tedy:

ε = ∂u

∂x
= { ∂

∂x
}
[
− s(1−s)

2 (1− s2) s(1+s)
2

]
u1
u2
u3

 (13.13)

a po derivaci:

ε =
[

∂(− s(1−s)
2 )

∂x
∂(1−s2)

∂x

∂
s(1+s)

2
∂x

]
u1
u2
u3

 , (13.14)

stručně ε = B u:

ε =
[

∂N1
∂x

∂N2
∂x

∂N3
∂x

]
u1
u2
u3

 (13.15)

Problém: Ve vztaźıch pro ε je ∂Ni

∂x
, ale Ni je funkćı s.

Plat́ı (z derivačńıho počtu):

∂Ni

∂x
= ∂Ni

∂s

∂s

∂x
(13.16)

Podle rovnice (13.5):
x =

∑
i

Ni(s) xi

Derivaćı vztahu (13.5):
dx

ds
=

∑
i

∂Ni

∂s
xi = J (13.17)

Výraz (obecně matice) J je nazývá Jakobián tranformace.
Ze vztahu

dx

ds
= J

vyjádř́ıme ds:
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ds = 1
J
dx (13.18)

Poznámka: Obecně bude mı́sto 1
J

inverzńı matice: J−1.
Ze vztah̊u

∂Ni

∂x
= ∂Ni

∂s

∂s

∂x
a

∂s = 1
J
∂x

plyne:
∂Ni

∂x
= ∂Ni

∂s

1
J

(13.19)

Poznámka: Obecně bude mı́sto 1
J

inverzńı matice: J−1.
Pomoćı vztahu (13.19) vyjádř́ıme matici B:

B =
[

∂N1
∂x

∂N2
∂x

∂N3
∂x

]
= 1
J

[
∂N1
∂s

∂N2
∂s

∂N3
∂s

]
(13.20)

Tedy:

{ε} = 1
J

[
∂N1
∂s

∂N2
∂s

∂N3
∂s

]
u1
u2
u3

 (13.21)

Nebo:

ε =
[
− (1−2s)

2 (−2s) (1+2s)
2

]
u1
u2
u3


Známe-li ε = Dr:

{ε} = 1
J

[
∂N1
∂s

∂N2
∂s

∂N3
∂s

]
u1
u2
u3

 ,

můžeme zapsat vztah pro výpočet potenciálńı energie vnitřńıch sil:

Πi = 1
2

∫
V

εT DεdV = 1
2

rT

∫
V

BT DB dV r, (13.22)

a pro matici tuhosti prutového prvku:

K = A

∫ x3

x1

BT DBdx. (13.23)

Rovnici (13.24) je v daném př́ıpadě možné zintegrovat analyticky, u složitěǰśıch
konečných prvk̊u (prakticky použitelných - 2D, 3D) to obvykle možné neńı, proto se
využ́ıvá numerická integrace, nejčastěji Gaussova integračńı formule:

K = A

m∑
i=1

BT DBwi, (13.24)

kde wi je váha integračńıho bodu, m je počet integračńıch bod̊u.
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13.8 Izoparametrické prvky pro rovinný problém
η

ξ

x

y

1

1

2

3 3

4

4

2

1.0

1.0 1.0

1.0

Tvarové funkce pro zobrazený čtyřuzlový prvek:

Ni(ξ, η) = 1
4

(1 + ξξi)(1 + ηηi), (13.25)

η

ξ

x

y

1

1.0

1.0 1.0

1.0

2 3

4

5

6
7

8

21 3

4

567

8

V př́ıpadě osmiuzlovho prvku budou mı́t tvarové funkce mı́rně složitěǰśı tvar.
Tvarové funkce pro vrcholy:

Ni(ξ, η) = 1
4

(1 + ξξi)(1 + ηηi)(ξ ξi + η ηi − 1), (13.26)

pro středy stran

Ni(ξ, η) = ξ2
i

2
(1 + ξξi)(1− η2) + η2

2
(1− ξ ξi)(1− η2). (13.27)

Výše uvedené izoparametrické konečné prvky se běžně použ́ıvaj́ı ve výpočetńıch
programech (např. ANSYS, ABAQUS aj.).
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13.9 Úloha k procvičeńı
• Na Internetu vyhledejte software pro řešeńı úloh statiky stavebńıch konstrukćı,

který využ́ıvá izoparametrické konečné prvky.
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Kapitola 14

Konečné prvky na pružném
podlož́ı

V daľśım textu uváž́ıme jen tyto př́ıpady:

• modely podlož́ı,

• deska na Winklerově pružném podlož́ı.

14.1 Obvyklé modely podlož́ı
• pružný poloprostor

• vrstevnatý pružný poloprostor

• kontaktńı modely (Winkler̊uv, Pasternak̊uv)

14.2 Pružný poloprostor
• vycháźı z předpoklad̊u teorie pružnosti,

• pružná oblast ohraničená jen z jedné strany (”povrch poloprostoru“),

• homogenńı, obvykle izotropńı materiál: E, ν.

Pro řešeńı pomoćı metody konečných prvk̊u můžeme uvážit tyto př́ıpady:

• modelováńı jen „dostatečně velkého“ výseku poloprostoru,

• modelováńı jen výseku poloroviny pro úlohy rovinné deformace,

• vrstevnatý poloprostor: r̊uzné vlastnosti konečných prvk̊u.
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14.3 Kontaktńı modely podlož́ı: Winkler̊uv model

q(x,y)

p(x,y)

Winkler̊uv model:

q(x, y) = C w(x, y) (14.1)
C . . . součinitel stlačitelnosti podkladu [ N

m3 ] .

14.4 Deska na Winklerově podkladu
• v MKP se obvykle tuhost podlož́ı rozlož́ı do uzl̊u

• na obdélńıkovém prvku např.:

K = 1
4
C1 b h

• možno použ́ıt i ”ručně“ pokud to výpočetńı program nepodporuje

• např́ıklad program ANSYS: prvek SHELL63, ”reálná“ konstanta EFS

K

K

K

K

b
h

• výpočet „matice tuhosti podlož́ı” pomoćı tvarových funkćı N:

Ke = C1

∫
A

NT N dA,

kde C1 je konstanta Winklerova podkladu
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• pro čtyřuzlový obdélńıkový prvek:

K = 1
4
C1 b h

14.5 Úloha k procvičeńı:
• Uvažte př́ıpad, kdy je obdélńıková deska o rozměrech 4x4m zat́ıžena po celé

své ploše konstantńım plošným zat́ıžeńım q = 12 kN/m2. Konstanta C =
2 000 000 N

m3 . Navrhněte postup, jak co nejjednodušeji vypoč́ıtat deformaci
ve středu této desky.
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Kapitola 15

Programy pro výpočty metodou
konečných prvk̊u

K řešeńı úloh metodou konečných zpravidla využ́ıváme existuj́ıćı programy. Ty se
děĺı do několika skupin:

• Akademické programy (často dostupné včetně zdrojových kód̊u, zkušený uživatel
je proto může měnit a vylepšovat): např OOFEM, uFEM.

• Obecné programy a programové baĺıky (obvykle komerčńı): např. ABAQUS,
ANSYS, COMSOL, NASTRAN (výpočetńı jádro NASTRAN je dostupné
včetně zdrojových kód̊u, nicméně nadstavby jsou k dispozici již jako komerčńı
programy r̊uzných výrobc̊u)

• Specializované programy pro konkrétńı oblast, často určené pro konkrétńı region
(optimalizované s ohledem na platné normy, návrhové zvyklosti aj.): např. pro
Českou republiku a kokoĺı jde o programy pro navrhováńı stavebńıch konstrukćı
SCIA Engineer, RFEM, pro úlohy tepelné techniky TEPLO, AREA,. . .
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2. vydáńı. SNTL - Nakladatelstv́ı technické literatury, Praha, 1985. (176 s).
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