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1 FUNKCE JEDNE PROMENNE

1 Funkce jedné proménné

1.1 MnozZiny

Mnozinou rozumime soubor prvki se spole¢nou, tzv. uréujici vlastnosti.

[ Definice

Pomoci urcujici vlastnosti umime rozhodnout, zdali dany prvek do dané moZiny patfi
anebo nepatfi. Mnozinu lze zadat bud’ vyc¢tem prvki (explicitné fekneme, které prvky do
dané mnoziny patfi), nebo stanovenim urcujici vlastnosti. Byva zvykem mnozZiny znacit
velkymi pismeny.

Napt. A = {x € R|x > 0} je mnozina nezapornych redlnych &isel, je zjevné, ze 3 € A a
-3 ¢ A.

Z Yz z ¥z 7 ¥z

Poznamka
(Pfirozené ¢isla IN, celd ¢isla Z, raciondlni ¢isla Q, iraciondlni &isla I, redlna &isla R.

1.2 Zobrazeni

~ Definice \

Kartézskym souc¢inem mnozin A a B rozumime mnoZinu
AxB={[xy]|lx € Aye€ B},

prvky [x,y| se nazyvaji uspofddané dvojice.

~ Definice \

Relaci (vztahem) p mezi mnoZinami A a B rozumime libovolnou podmnoZinu kartéz-
ského souc¢inu A x B, p C A x B.

\ J

~ Definice N

Zobrazeni (specidlni vztah) mezi mnoZinami A a B je takova relace p mezi A a B, ve
které ke kazdému prvku x € A existuje prave jedno y € B takové, Ze [x,y] € p.

. J

1.3 Redlné funkce jedné reliné proménné

~ Definice N

Funkci f na mnoziné D C R rozumime kazdé zobrazeni

f:RO2D—-R, x—y=f(x),

kazdému redlnému ¢islu x € D se pfifadi pravé jedno realné ¢islo y € R.

\ J
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Pozndmka

Proménna x je nezdvisld proménnd, y je zavisld proménna a ptredpis y = f(x) vyjadfu-
jici zavislost y na x se nazyva funkéni pfedpis. Hodnotu funkce f v bodé xy oznac¢ime
f(x0) = yo a budeme ji nazyvat funkéni hodnotou funkce f v bodé xj.

~ Definice

MnozZina D se nazyvé defini¢ni obor funkce f a znati se Dy nebo D(f). MnoZina v8ech
funkénich hodnot f(x) se nazyvé obor hodnot funkce f, znati se Hy nebo H(f),

Hf = {f(x)]x S Df}

Grafem funkce f je mnozina Gy,

Gy = {[x f(x)]lx € Dy}

1.4 Operace s funkcemi

~ Definice

Jsou dany funkce f a g s defini¢nimi obory Dy, Ds.
* Rovnost funkci: f = ¢

Df=Dg; a f(x)=g(x)prokazdéx € Dy

Soucet funkci: f + ¢

(f +8)(x) = f(x) + g(x) prokazdé x € Dy N Dy

Rozdil funkci: f — g

(f —8)(x) = f(x) — g(x) pro kazdé x € Dy N Dy

Soucin funkci: f - ¢

(f-8)(x) = f(x) - g(x) prokaZzdé x € DN Dy

Podil funkci:

oQ I~

(g) (x) = Qi; pro kazdé x € Dy N Dy, g(x) #0
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1.5 Ohraniéend funkce

~ Definice 3

Funkce f se nazyva ohrani¢ena shora na mnoziné M C IR, existuje-li takové ¢islo 4, Ze
pro vSechna x € M plati f(x) < h.

~ Definice )

Funkce f se nazyva ohrani¢ena zdola na mnoziné M C R, existuje-li takové ¢islo d, Ze
pro vSechna x € M plati f(x) > d.

~ Definice N

Funkce f se nazyvda ohrani¢ena na mnoziné M C IR, je-li na M ohrani¢ena shora i zdola.
Neni-li ohrani¢end ani shora ani zdola na M, nazyvéa se neohrani¢ena na M.

\ J

1.6 Monoténni funkce

~ Definice .
Funkce f se nazyvé na intervalu I C R
* rostouci, pravé kdyz pro vSechna x1, x, € I plati:
je-li x1 < xp pak f(x1) < f(x2),
¢ klesajici, pravé kdyZ pro vSechna x1, xp € I plati:
je-li x1 < xp pak f(x1) > f(x2),
* neklesajici, pravé kdyZz pro vSechna x1, x; € I plati:

je-li x1 < xp pak f(x1) < f(x2),

* nerostouci, pravé kdyz pro vSechna x1, x, € I plati:
je-li x1 < xp pak f(x1) > f(x2).

\ J

~ Pozndmka

Takové funkce se nazyvaji monotonni na intervalu I.

~ Poznamka

Funkce rostouci a klesajici na intervalu I se nazyvaji ryze monotonni na intervalu I.

1.7 Parita funkce, funkce suda a licha

Definice

Funkce f se nazyva sud4, jestlize plati:

prokazdé x € Dy plati —x € Dra f(—x) = f(x).
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Definice

Funkce f se nazyva licha, jestlize plati:

pro kazdé x € Dy plati —x € Dra f(—x) = —f(x).

Graf sudé funkce je soumérny podle osy y, graf liché funkce je soumérny podle pocatku
soustavy soufadnic, podle bodu [0, 0].

1.8 Periodicita funkce

~ Definice

Funkce f se nazyva periodicka, jestlize existuje takové ¢islo p > 0, Ze plati:
prokazdé x € Dyplatix + p € Dra f(x+p) = f(x).

Cislo p se nazyva perioda funkce f. Existuje-li nejmensi ¢islo p, pak jej nazyvame za-
kladni perioda funkce f.

~ Poznamka

Graf periodické funkce se pravidelné opakuje po intervalech, jejichz délka je nejméné
rovna zékladni periodé p.

1.9 Prosta funkce

~ Definice

Funkce f se nazyva prosta, pravé kdyz pro vsechna x1, x; € D(f) plati:

je-li x1 # xp, pak f(x1) # f(x2).

~ Véta

Kazda ryze monotonni funkce je prosta.

~ Poznamka

Opacné tvrzeni neplati.

1.10 SlozZenda funkce

~ Definice

Rekneme, Ze funkce 1 je sloZzena funkce z funkci f a g, jestlize plati:

1. D(h) = {x € D(f), f(x) € D(8)},
2. prokazdé x € D(h) plati h(x) = ¢(f(x)).
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Operaci sklddani zna¢ime symbolem o, tedy 1 = g o f, respektive (go f)(x) = g(f(x)).

Poznamka
(Sklédéni funkci neni komutativnigo f # fog.

1.11 Inverzni funkce

Definice

Inverzni funkce k prosté funkci f(x) je funkce, kterd kazdému y € H(f) ptifadi praveé
to x € D(f), pro které je f(x) = y. Znatimeji f 1.

~ Poznamka

Pro defini¢ni obor a obor hodnot plati:

Dale plati:

~ Poznamka

Grafy funkce f a funkce inverzni f ! jsou symetrické podle osy prvniho a tfettho kvad-
rantu, tj. podle p¥imky y = x. Inverzni funkce f~! zachovdv4 monoténnost funkce f.

1.12 Piehled elementarnich funkci

Zikladni elementarni funkce jsou: y = ¢,y = x,y =sinx, y =e*;c € R.

Definice

Elementarni funkci nazveme kazdou funkci, kterd vznikne ze zakladnich elementar-
nich funkci pomoci operaci s funkcemi (soucet, rozdil, soucin, podil, sklddéani a inverto-
vani).

Elementarni funkce jsou funkce:
* polynomy a obecné mocninné,
* exponencidlni a logaritmické,
* goniometrické a cyklometrické,

* hyperbolické a hyperbolometrické, témito funkcemi se zabyvat nebudeme.
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1.13 Polynomy
y=a X" +a, (X" 14 fax+ag, apay1,...,01,00 €R, neN
Podrobné se budeme zabyvat polynomy vybranych typt:
¢ konstantni funkce y = ag, n =0
e linedrni funkcey =ap+a1x,n =1,a; #0
¢ kvadratické funkce y = ag + a1x + ax*,n=2,a,#0

* mocninné funkcey = x", a0 =a1=---=a,_1=0,a, =1

1.14 Konstantni funkce
y=a, acR
L Df:]R,Hf: {ﬂ}
e grafem je pfimka rovnob&Zna s osou x protinajici na ose y bod [0, 4]

¢ funkce je ohranicen4, je soucasné nerostouci a neklesajici, suda (je-lia = 0, je sou¢asné
lichd), periodicka (zédkladni perioda neexistuje), neni prosta

1.15 Linearni funkce
y=ax+b, abelR, a#0
4 Df = ]R, Hf =R
e grafem je pfimka, kterd v bodé [0, b] protina osu y

e funkce je neohrani¢end, rostouci pro a > 0, klesajici pro a < 0, neni sud4, je licha pro
b = 0, neni periodicka, je prosta
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12

1.16 Kvadratické funkce
y = ax*+bx +c,

a,bceR,a#0

* Dy =R, Hy zévisi na funkénim ptedpisu

* neni periodickd, neni prosta, specidlné pro b = 0 je funkce y = ax? + ¢ sud4

Grafem je parabola, kterd ma vrchol v bodé {—

Priéiseiky s osou x jsou fegenim kvadratické rovnice ax? + bx + ¢ = 0. Z hlediska dis-

7,C_

b? y o
o 4{1] a v bodeé [0, ¢] protina osu y.

kriminantu D = b? — 4ac rozli$ujeme tii piipady:

e D > 0 existuji dva pruaseciky [

—b—+D

— D
ol |zt vD

4

2a 2a

* D = 0 existuje jeden priisecik [;{f, O]

e D < 0 prisecik neexistge
A
-
eeeeeeeeeee eeeeeeeeee eeeeeee NIV A
eeeeeeeeeee eeeeeeeeeee 4 S

5 2 1 o 1 2
TN T TV N N

10
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pro a > 0 ma parabola konvexni tvar, funkce je ohrani¢ena zdola

1.17 Mocninné funkce s pfirozenym exponentem

y=x", neN

L4 DfI]R
pro n sudé:
* Hy = (0,00)

¢ funkce jsou ohrani¢ené zdola, jsou sudé, nejsou prosté

11
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pro n liché:
hd Hf =R

¢ funkce jsou neohranicené, jsou liché a prosté

y=x

12



1 FUNKCE JEDNE PROMENNE

1.18 Mocninné funkce s celym zapornym exponentem

_1
y_ xn’
« Dy =R\{0}

Specialné pro n sudé:

neN

* Hf = (0, ), funkce jsou ohrani¢ené zdola, sudé, nejsou prosté

Speciélné pro n liché:

e Hf =R\{0}, funkce jsou neohranicené,

liché, jsou prosté
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1.19 Linearni lomené funkce
y=—-, keR, k#0

* Dy =R\ {0}, Hf = R\ {0}, grafem jsou hyperboly, osy x, y jsou asymptoty hyperbol
a stfed je bod [0, 0], funkce jsou neohraniené, liché, prosté

pro k > 0 lezi vétve hyperbol v I. a III. kvadrantu, klesaji na intervalech (—oo,0) a (0, o)

NR | =

,,,,,,,,,,,

pro k < 0, lezi vétve hyperbol ve II. a IV. kvadrantu, rostou na intervalech (—oo,0) a (0, )
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1.20 Funkce odmocnina
y=1x, neN

Specialné pro n sudé:

* Dy = (0,00), H = (0, ), funkce jsou ohrani¢ené zdola, prosté, rostouci

SRR S S SR - Qoo
Y=V

rrrrrrrrrr rrrrrrrrrrrrrrrr G S REREEREEE EERPRREEEN PEPPRRPPR
Y =iV

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 2,,« ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

1« ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Specialné pro n liché:

e D = R, H = R, funkce jsou prosté, liché, neohranic¢ené
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1.21 Exponencidlni funkce
y=a*, a>0a#1
* Dy =R, Hf = (0,00)
* (islo a se nazyva zdklad exponencidlni funkce
e grafy protinaji osu y v bodé [0, 1]
¢ funkce jsou ohranic¢ené zdola, nejsou ani sudé ani liché
* funkce jsou prosté (inverzni funkce jsou funkce logaritmické)

* specidlné: Je-li zdkladem Eulerovo ¢&islo e = 2,71828. .. pak funkce y = e* se nazyva
pfirozena exponencidlni funkce.

je-li 0 < a < 1, jsou funkce klesajici

16
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1.22 Logaritmické funkce
y=log,x, a>0,a#1
 Df=(0,00), Hf = R
e (islo a se nazyva zaklad logaritmické funkce
e grafy protinaji osu x v bodé [1, 0]
¢ funkce jsou neohranicené, nejsou ani sudé ani liché,
* funkce jsou prosté (logaritmické funkce jsou inverzni k exponencidlnim)

* specialné: Je-li zdkladem Eulerovo ¢&islo e, pak y = log, x = In(x) a nazyva se pfiro-
zeny logaritmus.

Je-li zakladem ¢islo 10, pak y = log,, x = log x a nazyva se dekadicky logaritmus.

je-lia > 1, jsou funkce rostouci

17



1 FUNKCE JEDNE PROMENNE

1.23 Goniometrické funkce

Funkce sinus
y =sinx

Df=R, Hf = (—1,1)

funkce je periodickd s periodou p = 27

funkce je ohrani¢en4, je lichd, neni prosta

funkce je rostouci na intervalu (—m/2,71/2) + 2kmt, k € Z

funkce je klesajici na intervalu (7t/2,37t/2) + 2k, k € Z
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Funkce kosinus
Y = cosx

Df =R, Hy = (~1,1)

funkce je periodickd s periodou p = 27

funkce je ohranicend, je sudd, neni prostd

funkce je rostouci na intervalu (7, 27t) + 2k, k € Z

funkce je klesajici na intervalu (0, t) + 2kmt, k € Z

Funkce tangens
y = tanx

Df=R\{(2k+1)%, ke Z}, Hr =R

funkce je periodicka s periodou p = 7

funkce je neohranicena, je lichd, neni prosta

funkce je rostouci na intervalu (—m/2,7/2) + ki, k € Z

19
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Funkce kotangens
y = cotx

Df:]R\{kTE,kEZ},Hf:R

funkce je periodicka s periodou p = 7

funkce je neohranicena, je lichd, neni prosta

funkce je klesajici na intervalu (0, 1) + k7, k € Z

e e

1.24 Cyklometrické funkce

Funkce arkussinus
Yy = arcsin x

e inverzni k funkci y = sin x omezené na interval (—7%, F)
i Df = <—1,1>, Hf = <—%,%>

¢ funkce je ohrani¢en4, lichd, prostd, rostouci

20
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. ——

Funkce arkuskosinus
Y = arccos x

e inverzni k funkci y = cos x omezené na interval (0, 77)
L Df = <—1,1>, Hf = <0, 7T>

¢ funkce je ohranicend, prostd, klesajici

Funkce arkustangens
y = arctan x

e inverzni k funkci y = tan x omezené na interval (—7%, J)
* Dy =R Hy=(-3,3)

¢ funkce ohranicend, lichd, prostd, rostouci

21
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Funkce arkuskotangens
Yy = arccot x

e inverzni k funkci y = cot x omezené na interval (0, 77)
L Df :]R,Hf = (0,7'()

¢ funkce je ohranicend, prostd, klesajici

1.25 Limita funkce - motivace

Budeme vySetfovat chovani funkce f,

x2—4

f:y=x_2

v ,blizkosti” bodu x = 2. Defini¢ni obor funkce f je mnozina Dy = R\{2}. Nacrtneme
graf funkce f.
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Ptiblizovéani zprava
x 3 25 21 201 2001 20001 ... 2
f(x)

Priblizovani zleva
X 1 1,5 1,9 1,9 1999 1,9999 ... 2
f(x)

1.26 Rozsifeni mnozZiny redlnych cisel

~ Definice N

N

MnoZinu redlnych ¢isel R rozsifime o prvky oo, —co a nazveme rozsifenou mnoZzinou
redlnych ¢isel R*:
R* =RU{—0c0,00}.

Body +o0 nazyvdme nevlastni body, body mnoziny R nazyvdme vlastni body.

\ J

Vlastnosti mnoziny R*

Pro kazdé c € R plati: —oco < ¢ < o0
Soucet a rozdil
C+00 =00 C—00=—00 004+00=0 —00—00=—00

Podl =0 S —p
xR — 0
Soudin
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0000 = 0 00 - (—00) = —o0 —00 - (—00) = o0
proc > 0 plati ¢- o0 = o0 c-(—00) = —o0
proc < O plati ¢- 00 = —o0 ¢ (—o0) =0

Dalsi operace definujeme pomoci komutativnosti s¢itani a nasobeni.

~ Poznamka

Vyrazy
0 00

74 “” " “ Qs Qu (o7} (<97}
//6 r//g ,,,O~OO ; #O — 00, IIO 7 //10 r/11

7

nejsou definovdny a nazyvaji se neurcité vyrazy. Neurcitost budeme zvyraznovat po-
moci uvozovek.

1.27 Okoli bodu

~ Definice

Okolim bodu xy € R nazveme interval bodt, které maji od bodu x( vzdalenost mensi
nez J, tedy:
O(xo) = (xo —d,x0+ (5)

Prstencovym okolim bodu nazveme mnozinu O(xg)\{xo}, znac¢ime P(xp).
P(xo) = (x0 — 6, x0) U (x0, X0 + 6)
Okolim bodu oo rozumime libovolny interval tvaru (A, o), kde A je redlné &islo:
O(e0) = (4,00)
Okolim bodu —oo rozumime libovolny interval tvaru (—oco, A), kde A je redlné &islo:

O(—00) = (—00, 4)

\

~ Pozndmka

Prstencova okoli bodu F-00 jsou stejna jako okoli téchto bod.

1.28 Jednostranné okoli bodu

~ Definice

Pravym okolim bodu xy € R nazveme interval:

O™ (x0) = (x0, %0 +6)
Levym okolim bodu xy € R nazveme interval:

O™ (x0) = (x0 — 6, x0)

Pravym (levym) prstencovym okolim bodu nazveme interval:

P*(x0) = (xo,x0+9) P~ (x0) = (0 — 4, x0)
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1.29 Definice limity funkce

~ Definice

Necht' je ddna funkce f a body xy € R*, L € R*. Necht' je funkce f definovana na
n&jakém prstencovém okoli bodu xq. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé xo limitu rovnu
L, jestlize ke kazdému okoli O(L) bodu L existuje prstencové okoli P(x() bodu x( takové,
Ze pro libovolné x € P(xp) lezi hodnota f(x) v O(L). Zna¢ime:

lim f(x) =L

X—X0

~ Pozndmka

Pokud xp € R, L € R fekneme ze ma funkce vlastni (kone¢nou) limitu.

Pokud xp € R, L = £ Fekneme Ze ma funkce nevlastni (nekone¢nou) limitu.

Pokud xp = £o0o, L € R fekneme Ze ma funkce vlastni (kone¢nou) limitu v nevlastnim
bodé.

Pokud xg £ 00, L = +oo fekneme zZe ma funkce nevlastni (nekoneénou) limitu v ne-
vlastnim bodé.

1.30 Definice jednostranné limity funkce

~ Definice 3

Necht’ je ddna funkce f a body xg € R*, L € R*. Necht' je funkce f definovand na
n&jakém pravém (resp. levém) prstencovém okoli bodu xo. Rekneme, Ze funkce f ma
v bodé a limitu zprava (resp. zleva) rovnu L, jestlize ke kazdému okoli O(L) bodu L
existuje pravé (resp. levé) prstencové okoli P (xg) (resp. P~ (xg)) bodu x( takové, Ze pro
libovolné x € Pt (xg) (resp. P~ (xp)) lezi hodnota f(x) v O(L). Zna¢ime:

lim f(x) =L  (resp. lim f(x) =L)

+ —
x%xo XA)XO

~ Véta N

Funkce f ma v bodé xp nejvyse jednu limitu.

\ J

~ Pozndmka

Ma i nejvy3e jednu limitu zleva a nejvyse jednu limitu zprava.

~ Véta

Funkce f ma v bodé x( limitu pravé tehdy, ma-li v tomto bodé limitu zprava i zleva a
tyto limity se rovnaji.
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1.31 Operace s limitami

~ Véta

Necht’ maji funkce f(x) a g(x) limitu v bodé x, pak plati:

Jim (F(x) +g(x) = lim £(x)+ Jim g(x)

Jim (f(x) —g(x)) = lim f(x) — lim g(x)
Jim (f(x) g(x)) = lim f(x)- lim g(x)
A, (€ ) =i F()

lim <f(x)> s F) i o) £ 0

X—Xg g(x) limx%xog(x) X—rXo

~ Véta

Necht' je déna slozend funkce y = ¢ (f(x)) a necht’ dale lggcl f(x) =aa lig;g(x) =
X 0 X

c a existuje prstencové okoli P(xo) takové, ze f(x) # a pro kazdé x € P(xp). Pak

lim g (f(x)) = c.

X— X

~ Véta

Véta o dvou limitach

Jestlize pro funkce f a g plati f(x) = g(x) pro vechna x z defini¢niho oboru Dy kromé
bodu x = xo, a jestliZe existuje limita L funkce f v bodé xy, pak i funkce ¢ ma v bodé x
stejnou limitu L,

xll—>rl;(f10f(x> - X11—>I-I;0g(x) - L.

~ Véta

Véta o tfech limitach
Jestlize funkce f a ¢ maji v bodé x = x( limitu L a pro funkci & plati f(x) < h(x) < g(x),
pak

lim h(x) = L.

X—X0

1.32 Vybrané limity

Typ limity %, a € R\{0}

fx) _a_ < 0 (a>0,g(x)>0)V(a<0, g(x)<0)
o (a>0,g(x)<0)V(a>0, g(x)<0)
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Limity nékterych elementarnich funkci

) . 1 1 o1

lim x" = 0 Iim — = o0 lim — = —o0 Iim — =
xX—00 x—0t X" x—0— X x—0t X

) o1 ) )

lim = =0 Iim = =0 lim e* =0 lim e¥ = o0
X——00 X xX—oo X X——00 X—00

lim Inx = —o0 limlnx = o0
x—07F X—r00

Nékteré dalsi diilezité limity

lim 3% = 1 o fim 22X _ )
x—0 X x—0 X
lim sin(kx) 1 - lim tan(kx) _1
x—0 kx x—0 kx
1\* K\ "
lim <1+) —e= lim (1+> =¢f, kdek € R
x— oo X x—rFoo X
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1.33 Spojitost

~ Definice

Necht’ funkce f je definovana na néjakém okoli bodu xg a plati

lim f(x) = f(xo),

X—X0

pak fekneme, Ze funkce f je spojita v bodé xg.

\

~ Poznamka

Obdobné definujme spojitost zprava nebo zleva.

~ Definice

Necht' I C Dy, fekneme, Ze funkce je spojitd na intervalu I, je-li spojitd v kazdém bodé
intervalu I. Patfi-li do intervalu dolni mez intervalu, je v ném spojita zprava, a patfi-li
do né¢j horni mez intervalu, je v ném spojita zleva.

\

~ Véta

VSechny elementarni funkce jsou spojité na svém defini¢nim oboru.

1.34 Véty o spojitych funkcich

~ Véta

(Weierstrassova)
Necht' funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a,b). Pak f je na tomto intervalu
ohranicena.

\

~ Poznamka

Funkce f nabyva na uzavfeném intervalu svého minima a maxima.

~ Véta

(Bolzanova-Cauchyho)
Necht' funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a,b) a plati f(a
lezi mezi hodnotami f(a) a f(b). Pak existuje aspori jedno xy € (g,

f(xo0) =c.

\

) # f(b). Cislo ¢
b), pro které plati

~ Poznamka

Zvolme ¢ = 0. Je-li funkce f spojitd na uzavfeném intervalu (a, b) a maji-li hodnoty f(a)
a f(b) opatna znaménka, pak existuje aspori jedno x¢ € (a,b), pro které plati f(xg) = 0.
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2 Diferencialni pocet funkci dvou proménnych

2.1 Derivace funkce

~ Definice

Je déna funkce f abod xo € Dy. Existuje-li vlastni limita

i £ = F(x0)
X— X0 X — Xp

pak ji nazveme derivaci funkce f v bodé x( a znatime ji f'(xo).

Véta
{Existuje—li v bodé x( derivace funkce f, pak je v tomto bodé funkce f spojita.

~ Definice

Necht' je funkce f definovédna v kazdém bodé intervalu (a,b) a mé v kazdém bodé de-
rivaci f'(x). Pak je na (a,b) definovana funkce f’, kterd kazdému x € (a,b) pFitadi

hodnotu f’(x). Tuto funkci nazveme derivace funkce f. Znacime f'(x), v/, dj;gcx), %.

~ Poznamka

Ma-li funkce f derivaci na intervalu I, pak fikdme, Ze je na I diferencovatelna.

2.2 Vlastnosti derivace

~ Véta

Necht’ funkce f a g maji na intervalu I derivaci. Pak na I plati:

- f(x))]'=c-f(x), c€eR

Derivace souctu, rozdilu

[f(x) £g(x)]" = f'(x) £ 8'(x)

Derivace soucinu
[f(x)-g(x)]" = f'(x) - g(x) + f(x) - g'(x)

Derivace podilu

G@r ¢ Peszo
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2.3 Derivace elementarnich funkci

Derivace konstantni funkce

e =0
Derivace mocninné funkce
[xn]/ — xn—l
Derivace exponencidlni funkce
] =e" [a") =a"-Ina
Derivace logaritmické funkce
1 1
Inx]) = p [log, x]' = Py
Derivace goniometrickych funkci
1
inx| = t I =
[sinx]" = cos x [tan x] p—p
1
[cosx]' = —sinx  [cotx] = ———
sin” x
Derivace cyklometrickych funkci
1
[arcsinx] = ——= [arctan x|’ = 5
V1—a2 1+x
1 1
larccos x]' = ———— [arccotx]’ = ———
N 1+x

2.4 Derivace sloZzené funkce

Véta

Necht’ existuje derivace f’(xo) a derivace ¢’ (f(xg)). Pak existuje derivace sloZené funkce
g(f(x)) vbodé xo a plat:

(8 (f(x0))) =& (f(x0)) - f'(x0).

~ Pozndmka

Na intervalu I, kde existuji pfislusné derivace tedy plati:

y=8(f(x)) = ¥y =& (f(x))- f'(x)

Derivace sloZené funkce je rovna soucinu derivace vnéjsi funkce (s ptivodnim argumen-
tem) a derivace vnitini funkce.
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2.5 Logaritmické derivovani

Funkci y = f(x)8*) nelze derivovat jako y = x" (nebot’ exponent nenf konstanta) ani jako
y = a* (zdklad neni konstanta). Funkci upravime do tvaru, ktery umoZzni pouZit vzorce pro
derivovani.

Funkci y = f(x)8®) upravime:

y= f(x)g(x) _ eln(f(x)g(x)) — o8(x)Inf(x)
Nyni funkci v tomto tvaru zderivujeme:
y = Fﬂnmﬂmy:

_ eg(x).lnf(x) <g/(x) ~lnf(x) +g(x) . f(x) f/(x)> =

f'(x)
f(x)

F(x)8 (g/(x) nf(x) +g(x)

2.6 Derivace vyssich fadua

Definice

Necht m4 funkce f’(x) derivaci na intervalu I. Pak funkci [f/(x)]’ nazveme druhou
derivaci funkce f a znac¢ime f”(x).

Pozndmka

Obdobné definujeme derivaci n-tého fadu

/

f () = [ @)

2.7 1'Hospitalovo pravidlo
+o0

I"Hospitalovo pravidlo se pouZziva pro vypocet limit typu ,,8 “ nebo "o “.

~ Véta
Necht xp € R*, L € R*, a

1. lim f(x) =0, xh_}rgog(x) = O nebo

X— X0
Jim f(x) = oo, lim g(x) = oo,

!
2. existuje lim f/(x) =1L,
=30 8'(x)
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pak existuje limita lim fx) = L. Tedy
x—xp g(x)

im L)y £
et g "

~ Pozndmka

Limity vedouci na neurcité vyrazy typu

“ “ (7 (W7 00 1/ [op7}
//0 00, ,00 -0, //0 s R //O 7 //1

A z 0 1“” :i:oo “ PR AN 4 : e .
lze pfevést na typ " nebo oo’ @ poté fesit 'Hospitalovym pravidlem.

2.8 Derivace parametricky zadané funkce

~ Definice

Jsou dany funkce x = ¢(t), y = ¥(t), kde t € I je parametr. Necht' existuje ¢~ 1. Pak

funkci
y=Ff) =y (¢7')

nazveme parametricky zadanou funkci.

~ Véta

Funkce f je ddna parametricky rovnicemi x = ¢(t), y = ¢(t), kde t € I. Necht' ¢(t)
a P(t) maji derivaci v kazdém bodé intervalu I. Pak derivace parametricky zadané
funkce f je ddna vztahem:
_ 9()
¢

V=5

~ Pozndmka

Derivaci podle t zna¢ime teckou, abychom ji odlisili od derivace podle x, kterou zna¢ime
¢arkou.

~ Véta

Funkce f je ddna parametricky rovnicemi x = ¢(t), y = (t), kde t € I. Necht' ¢(t)
a (t) maji prvni a druhou derivaci v kazdém bodé intervalu I. Pak druhd derivace
parametricky zadané funkce f je ddna vztahem:

P (OR O 10RO
(¢(t))°
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2.9 Diferencial funkce

~ Definice

Rekneme, Ze funkce y = f(x) je v bodé xq diferencovatelna, nebo méa v tomto bodé
diferencial, jestliZe je moZné jeji pfirtistek Ay na okoli bodu xg vyjadtit jako

Ay = f(xo+h) — f(xo) = Ah + ht(h),

kde A je konstanta a lim;,_,o (k) = 0. Funkce f se nazyva diferencovateln4, je-li dife-
rencovatelnd v kaZzdém bodé x € Dy.

~ Véta

Je-li funkce f diferencovatelna v bodé xy, pak v bodé x( existuje derivace prvniho fadu

a plati
A = f'(x0).

Poznamka: Cislo predstavuje piirtistek na ose x, je zvykem tento piirtistek znacit h = dx.
Pro prirtistek na ose y v bodé x( pfi zndmé hodnotné dx pak dostavame

Ay = f'(xp)dx + dxt(dx).

~ Definice

Je-lifunkce y = f(x) diferencovatelnd, nazyvame nésledujici vyraz diferencidlem funkce

f,
dy = df(x) = f'(x)dx.

~ Véta

Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé xp, pak je v tomto bodé spojita.

~ Véta

Je-li derivace prvniho fadu funkce f spojitd v xg, pak je funkce f v bodé x( diferencova-
telna (a tedy i spojitd).

J

Geometricky vyznam diferencidlu Diferencidl funkce y = f(x) v bodé xp pfi zndmém
piirastku dx je pfirtstek na tetné sestrojené ke grafu funkce f v bodeé [xo, f(xo)].

~ Poznamka

e Diferencidl funkce y = f(x)

dy = f'(x)dx.
e Diferencidl funkce y = f(x) v bodé xg

dy(xo) = f/(xo)(x — X)-
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e Diferencidl funkce y = f(x) v bodé xo pfi zndmém pfirtstku dx,
dy(x0)(dx) = f'(x0)dx € R.
e Diferencidl druhého ¥ddu funkce y = f(x)
d*y = f"(x)dx>.
* Piiblizny vypocet funkénich hodnot

f(x) = f(xo) +df (xo)(dx).

210 Teéna a normala

~ Definice

Necht' m4 funkce f v bodé x derivaci. Pfimku ¢, prochézejici bodem [x, f(x0)] a majici

smérnici rovnu hodnoté derivace funkce f v xp nazveme te¢na ke grafu funkce f vbodé

XQ.

Pfimku n, prochazejici bodem [xo, f(xo)] a kolmou k tené& nazveme normadla ke grafu
funkce f v bodé x.

~ Véta

Te¢na ke grafu funkce f v bodé x( je ddna pfedpisem:

t:y—f(xo) = f'(x0) - (x — x0)
Normala ke grafu funkce f v bodé x( je dand piedpisem:

Y= F(x0) = — o (x—x
n:y f( 0) f/(x()) ( 0)

~ Poznamka

V bodé, ve kterém nemé funkce f derivaci, te¢na neexistuje.

~ Pozndmka

Rovnici te¢ny 1ze ptimo odvodit z diferencidlu funkce y = f(x) v bodé xy,
dy(xo) = f'(x0)(x —x0) =y — yo = f'(x0)(x — x0),
piicemz yy = f(xo), a tedy

t:y— f(xo) = f'(x0)(x — xo).
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211 Taylortv polynom

Pro aproximaci funkce f na okoli bodu x se pouZiva tzv. Taylortiv polynom, coZ je poly-
nom, ktery ma vhledem k funkci f v bodé xg stejné hodnoty derivaci az do faddu n.

~ Definice

Necht' je ddna funkce f(x), kterd ma v bodé xo € Dy derivace az do fddu n € IN. Pak
polynom

To(x) = £ (30) + 31 f (x0) + gdf (x0) + -+ " f(x)

nazveme Taylortv polynom funkce f stupné n na okoli bodu x.

Poznidmka

* Taylortiv polynom je kombinaci diferencialti aZ do stupné n.
* RozepiSeme-li diferencidly, dostadvdme alternativni tvar Taylorova polynomu,

"(x "(y () (x
f(uo)(x—xo) +f—(,°) (x—xo)2—|—~'+f(! 2 (x — o).

T, (x) = f(x0) + > -

¢ Taylorv polynom prvniho stupné je te¢na ke grafu funkce f v bodé x.

* V ptipadé xy = 0 se Taylortv polynom nazyva Maclaurintiv polynom.

212 Véty o derivaci

~ Véta

(Rolleova véta)
Necht’ f(x) je spojitd na intervalu (a,b) a ma v intervalu (a, b) derivaci. Necht' dale plati
f(a) = f(b). Pak existuje aspori jedno ¢ € (a,b) takové, Ze:

f'(c)=0.
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~ Poznamka

V bodé c je te¢na rovnobéZzna s osou x.

~ Véta

(Lagrangeova véta o stfedni hodnoté)
Necht' f(x) je spojitd na intervalu (a,b) a md v intervalu (a,b) derivaci. Pak existuje
aspon jedno ¢ € (a,b) takové, ze:

Poznamka

1. V bodé ¢ je te¢na rovnobézna se spojnici bodti [a, f(a)] a [b, f(b)].

2. Plati-li f(a) = f(b) dostaneme Rolleovu vétu.

2.13 Monotonnost funkce
Véta

Plati-li f'(xp) > 0, pak je funkce f v bodé x( rostouci. Plati-li f/(xo) < 0, pak je funkce f
v bodé xq klesajici.

Véta

Necht je funkce f definovana na intervalu I. Plati-lina I f'(x) > 0, pak je funkce f na I
rostouci. Plati-li f'(x) < 0na I, pak je funkce f na I klesajici.
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Pozndmka

Intervaly, na kterych je funkce rostouci nebo klesajici se nazyvaji intervaly monotén-
nosti.

214 Extrémy funkce

Definice

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé xq lokdlni maximum, jestliZe existuje takové okoli
bodu x, Ze pro vechna x # xj z tohoto okoli plati f(x) < f(xp). Plati-li f(x) < f(xo),
pak fekneme, Ze funkce f ma v bodé x( ostré lokdlni maximum.

~ Definice

Rekneme, 7e funkce f md v bodé xq lokalni minimum, jestliZe existuje takové okoli
bodu xg, Ze pro v8echna x # x z tohoto okoli plati f(x) > f(xp). Plati-li f(x) > f(xo),
pak fekneme, Ze funkce f ma v bodé x( ostré lokalni minimum.

\

~ Pozndmka

Maé-li funkce v bodé lokalni maximum nebo lokalni minimum, ¥ikdme, Ze mé v bodé lo-
kalni extrém. M4&-li funkce v bodé ostré lokalni maximum nebo ostré lokdlni minimum,
fikdme, Ze m4 v bodé ostry lokalni extrém.

~ Poznamka

Je-li okolim cely defini¢ni obor funkce f, hovofime o globdlnich extrémech.

~ Véta

(nutnd podminka existence lokdlniho extrému)
Ma-li funkce f v bodé x( lokalni extrém a existuje-li v tomto bodé derivace, pak plati

f’(xo) =0.

Pozndmka

Funkce mtZe mit lokalni extrém pouze v bodech, ve kterych bud’ derivace neexistuje,
nebo je derivace rovna nule.

Definice
{Bod, ve kterém plati f/(xp) = 0, nazveme stacionarnim bodem.
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~ Véta

(postacujici podminka existence extrému)

Necht plati f'(xg) = 0 a existuje druha derivace f”(xp). Je-li f”'(xo) > 0, pak méa funkce
f v bodé x( lokdlni minimum. Je-li f”(x9) < 0, pak mé funkce f v bodé x( lokdlni
maximum.

\

~ Pozndmka

V bodech, ve kterych je f/(x) = 0 nelze o existenci lokélniho extrému rozhodnout podle
této véty, je nutné vysettit lokdlni chovani funkce f na okoli bodu xg z definice.

Postup pfi urovani lokalnich extrémi - prvni derivace
1. Ur¢ime derivaci funkce a jeji defini¢ni obor.
2. Najdeme staciondrni body.

3. Stacionarni body rozdéli defini¢ni obor na intervaly. Na téchto intervalech rozhod-
neme o kladnosti resp. zdpornosti derivace. Kladna derivace indikuje rostouci funkci,
zaporna klesajici.

4. Lokdlni maximum je v bodech, ve kterych funkce pfechdzi z rostouci na klesajici.

Lokélni minimum je v bodech, ve kterych funkce prechazi z klesajici na rostouci.

2.15 Konvexnost a konkavnost

~ Definice

Necht m4 funkce f derivaci v bodé xo. Rekneme, Ze funkce f je v bodé xy konvexni
(resp. konkavni), jestliZze existuje okoli bodu xj takové, Ze pro vSechna x z tohoto okoli
je graf funkce f nad (resp. pod) te¢nou sestrojenou ke grafu funkce f v bodé xo,

f(x) > f(xo0) + f'(x0) (x — x0)

resp.

f(x) < f(x0) + f'(x0) (x — x0)

~ Definice N

Rekneme, Ze funkce f je konvexni (resp. konkavni) na intervalu I C Dy, jestlize je
konvexni (resp. konkdvni) v kazdém bodé intervalu I.

\ J

~ Véta

Necht' f”(xg) > 0, pak je f v bodé x( konvexni.
Necht' f”(xg) < 0, pakje f v bodé xy konkavni.
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216 Inflexni body

~ Definice

Necht' mé funkce f derivaci v bodé x(. Pfechazi-li graf funkce f v bodé xq z polohy pod
te¢nou do polohy nad te¢nou (nebo naopak) nazveme bod xj inflexnim bodem funkce

f)

~ Véta N

(nutna podminka existence inflexniho bodu)
Je-li x( inflexni bod funkce f a mé-li f v tomto bodé druhou derivaci, pak

f”(JCo) =0.

~ Pozndmka

Funkce miize mit inflexi pouze v bodech, ve kterych bud’ neexistuje druha derivace,
nebo je druha derivace rovna nule.

~ Véta

Je-li f/ spojitd v xp a druhd derivace f”” méni v xy znaménko, pak x je inflexnim bodem
funkce f.

~ Pozndmka

Zména znaménka druhé derivace znamena zménu konvexnosti na konkavnost (nebo

naopak).

Postup p¥i uréovani inflexnich bodti - druha derivace
1. Ur¢ime druhou derivaci funkce a jeji defini¢ni obor.
2. Najdeme body, ve kterych je druhd derivace rovna nule.

3. Tyto body rozdéli defini¢ni obor na intervaly. Na téchto intervalech rozhodneme o
kladnosti resp. zdpornosti derivace. Kladna derivace indikuje kovexnost funkce, z4-
pornd konkavnost.

4. Inflexni body jsou body, ve kterych derivace méni znaménko, tedy se méni charakter
zakfiveni funkce z konvexniho na konkdvni, nebo naopak.

2.17 Asymptoty

7N 24t

Asymptoty jsou pfimky, ke kterym se ,blizi” graf funkce.

Definice
{Necht’ f je funkce. Rekneme, Ze p¥imka y = kx + g je asymptota se smérnici pro x — oo,
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jestlize existuji vlastni limity,
)
k= lim ==, ¢= lim(f(x) - kx),
respektive je asymptotou se smérnici pro x — —oo, jestliZe existuji vlastni limity,
k= lim m, g= lim (f(x)—kx).

x——00 X X——00

\

~ Definice

Necht' f je funkce. Rekneme, e p¥imka x = xg je asymptota bez smérnice, jestlize
alespori jedna jednostrannd limita je nevlastni,

lim f(x) = +o0 nebo lim f(x) = *oo.
x—xy x—xg

\

~ Poznamka

* Bod x( nepatii do defini¢niho oboru funkce f. Pokud ano, asymptota bez smérnice
v ném neexistuje.

Je-li D = R, asymptota bez smérnice neexistuje.

JestliZe, existuje asymptota bez smérnice v bodé xy, fikdme, Ze funkce f na okoli x
vykazuje asymptotické chovani.

* Asymptoty se smérnici mohou byt bud” dvé rtzné pfimky, pfimka jedind, nebo
asymptota se smérnici neexistuje.

Asymptoty do grafu funkce f vyznacujeme ¢arkované.

2.18 Sestaveni grafu funkce

K sestaveni grafu funkce je potfeba vysetfit ndsledujici vlastnosti

1. defini¢ni obor funkce, nulové body, intervaly plus minus

sudost, lichost, periodicita

spojitost, asymptoty bez smérnice

prvni derivace, jeji defini¢ni obor, nulové (stacionarni) body, intervaly plus minus
monotonnost

lokalni extrémy

druha derivace, jeji defini¢ni obor, nulové body, intervaly plus minus

konvexnost, konkavnost, inflexe

0 N S ok W DN

asymptoty se smérnici

—_
e

graf, obor hodnot
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3 Linearni algebra

3.1 Matice

~ Definice N

Mnozinu I = {1,2,...,m} C IN budeme nazyvat m-prvkovou indexovou mnozinou .

\ J

~ Definice N

Bud' I = {1,2,...,m} m-prvkova indexovd mnozina, ] = {1,2,...,n} n-prvkova inde-
xovd mnozina. Matici typu m x n rozumime zobrazeni

A:Ix]—=TR, [ijl— ajresp. A([i,]]) = a.

J

Index i se nazyva fadkovy index (¢isluje fadky), index j se nazyva sloupcovy index (¢isluje
sloupce).

~ Poznamka

Byva zvykem matici reprezentovat pomoci tabulky, prvky matice uspofddame do fadku
resp. sloupct,

a1 dip - A

daz1 Az -+ A
A=1 . . }

Am1 Am2 - Omn

~ Pozndmka

Matice zna¢ime obvykle velkymi pismeny latinské abecedy. Chceme-li v oznaceni ma-
tice zdtraznit jeji typ, pouzivame A, x,. V piipadé, Ze m = n, se pouzivd termin fad,
pricemz lze pouZit znaceni A,,.

3.2 Specialni tvary matic
* Obdélnikovou matici rozumime matici, pro kterou plati m # n.
e Ctvercovou matici rozumime matici, pro kterou plati m = .
* Nulova matice je matice tvofend pouze nulami.

* Jednotkova matice je takova ¢tvercova matice, kdy vSechny prvky hlavni diagonaly
jsou rovny jedné, vSechny ostatni prvky jsou rovny nule. Jednotkova matice ma spe-
cidlni oznaceni, pouziva se pismeno E. Tedy

10 1 00
E1 = (1) P Ez = (0 1) P E3 = 010 P atd.
001

Poznamenejme, Ze prvky hlavni diagonély jsou prvky 4;; takové, Ze i = j.
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* Horni (resp. dolni) trojahelnikova matice je ¢tvercovad matice, jejiz prvky pod (resp.
nad) hlavni diagonalou jsou nulové, tedy

a;j =0proi>j (resp. ajj=0proi < j)-

* Transponovand matice AT k matici A je matice, kterd vznikne z matice A zdménou
radku za sloupce,
T — (g.
<aij> - (ll],).

¢ Diagonalni matice je ¢tvercova matice A s nenulovymi prvky nejvyse na hlavni dia-
gonale, tedy
a;j =0proi # j.

* Submatice A;; matice A je matice, kterd vznikne z matice A vynechanim jejtho i-t¢ho
fadku a j-tého sloupce.

* Matici ve schodovitém tvaru rozumime matici A4, jejiz kazdy nenulovy fddek, kromé
prvniho, za¢ind zleva vice nulami, neZ fadek pfedchozi, a za nulovym fddkem nésle-
duji jen nulové fadky.

¢ Rekneme, e matice A je v Gauss-Jordanové tvaru, jestliZe je ve schodovitém tvaru,
hlavni prvky jsou jednicky, a ¢isla nad a pod hlavnimi prvky jsou nuly. Hlavni prvek
je prvni nenulovy prvek daného fadku brany zleva.

* Symetricka matice je ¢tvercova matice A, pro kterou plati
A=A
* Antisymetrickd matice je ¢tvercova matice A, pro kterou plati

A=—AT

3.3 Operace s maticemi

~ Definice
e Rovnost matic A, B
Matice A = (a;j) se rovna matici B = (b;;), pravé kdyZ jsou ob& matice stejného
typu a vSechny vzdjemné si odpovidajici prvky jsou si rovny, tedy

A:Bﬁ)aij:bij.

e Soucet matic A, B
Matice C = (c;;) se nazyvé souctem matic A = (a;j), B = (b;j), pravé kdyZ jsou
matice A, B stejného typu a kazdy prvek matice C je souctem vzajemneé si odpovi-
dajicich prvkt matic A, B, tedy

C:A+B(:>cl]:al]+bl]

¢ Nasobek matice A redlnym ¢islem k
Nasobkem matice A = (a;;) ¢islem k € R rozumime matici B = (b;;) stejného
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typu, kterd vznikne tak, Ze kazdy prvek matice A ndsobime cislem k. Tedy

B:k~A<:>bi]':k'lli]’.

¢ Soucin matic A, B (oznaceni: C = A - B)
Soutinem matic A = (aj) typum x na B = (byj) typu n x p (B ma tolik fadkt
jako ma A sloupcti) je matice C typu m X p, jejiz kazdy prvek je dan nasledujicim
vztahem,

n
C:A'B<:>Ci]': Zaik'bkj-
k=1

~ Poznamka

* Matice C m4 tolik fadkd, kolik fddkti ma matice A, a tolik sloupcti, kolik sloupcti
ma matice B.

* Index k se nazyva scitaci index. Indexy i a j se nazyvaji pevné nebo volné indexy.
¢ Je-li jasné, ktery index je s¢itaci, vynechdva se v zdpisu souc¢inu symbol sumy. Ta-

kovému pfistupu se fika Einsteinova sumac¢ni konvence,

n
C:A-B@)cij:Zaik-bkj:aik-bkj.
k=1

¢ Souc¢in matic neni komutativni, obecné neplati vztah A-B = B - A.

* Existuji matice, které nelze ndsobit. VZdy je tfeba nejdfive ovéfit pfed ndsobenim
matic jejich kompatibilitu (ndsobitelnost).

* Pro matice A, B (odpovidajicich typt) plati:

(A-B)T =BT.AT.

3.4 Hodnost matice

~ Definice N

addkové ekvivalentnimi dpravami matice budeme rozumét nasledujici tpravy
1. vyména libovolnych dvou fadki

2. vynésobeni libovolného fddku nenulovym ¢islem

3. pficteni nenulového ndsobku daného fadku k jinému fadku

~ Definice N

Matice A a B jsou ekvivalentni, jestliZe 1ze matici A pfevést na matici B kone¢nym po-
¢tem ekvivalentnich tprav.
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~ Definice 3

Hodnost matice A je pocet nenulovych fadkt ekvivalentni matice ve schodovitém tvaru.
Nenulovy fadek je fadek obsahujici alespon jeden prvek rtizny od nuly. Znacime £,
h(A), rank A, rank(A).

\ J

~ Véta §

Je-li matice A typu m x n, pak

h(A) < min(m, n).

~ Véta .

Ekvivalentni tipravy neméni hodnost matice.

\ J

~ Poznamka

¢ Zcela analogicky se definuji sloupcové ekvivalentni apravy.

* Hodnost jednotkové matice n-tého fadu je n. Hodnost nulové matice je rovna nule.

2 M2z

* Hodnost po¢itame tak, Ze pomoci fadkoveé ekvivalentnich tprav prevedeme matici
na schodovity tvar a spo¢itdme nenulové fadky.

3.5 Permutace

~ Definice 3

Permutace na indexové mnoziné I je libovolné prosté zobrazeni
c:1—=1, o(i)=o0;
Permutaci na n-prvkové mnoziné zapisujeme formou matice
1 2 ... n
o= :
oy 0y ... Oy
Dvojice (07, 07) se nazyva inverze, jestlize plati: i < j = 0; > 0j, pocet inverzi znatime

inv 0. Znaménko permutace ¢ bude sgno = (—1)"V7.

\ J

3.6 Determinanty

Definice

Determinantem ¢tvercové matice fddu n, budeme rozumét nasledujici redlné ¢islo,

det(A) = |[A] =) sgno-aip, - dog, - - .. * lng,-

g
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Definice

Jestlize |A| # 0, nazyvé se matice A regularni matice. Jestlize |A| = 0, nazyva se matice
A singuldrni matice.

3.7 Vlastnosti determinantt

Necht’ A a B jsou ¢tvercové matice fadu n, pak
* [AT[=14]

|A-B] = |A] - |B|

Ma-li matice A dva faddky nebo sloupce stejné, pak |A| = 0.

Vznikne-li matice B z matice A:

- vzdjemnou vyménou dvou fadka (sloupcir),
pak: [B| = —[A],
- vyndsobenim jednoho fadku (sloupce) &islem k € R, pak |B| = k- |A],
- pfi¢tenim k-nésobku, k € R, jednoho fadku (sloupce) k jinému, pak: |B| = |A|.

Jsou-li ¥adky (sloupce) determinantu |A| linedrné zdvislé (fadek v matici se nazyva
linedrné zavisly, jestliZe jej Ize vyjadfit jako linedrni kombinaci ostatnich ¥adk, pii-
padné se jednd o fadek, ktery se anuluje pii fddkové ekvivalentnich tpravach pii
pfevodu matice na schodovity tvar), pak |A| = 0.

* Determinant trojihelnikové matice je roven soucinu prvka hlavni diagonaly.

¢ Determinant diagondlni matice je roven sou¢inu prvki hlavni diagonély.

3.8 Vypocet determinantu matice 1. fadu

Al = |an| = an

3.9 Vypocet determinantu matice 2. ¥fddu - kfiZové pravidlo

a2
|A| = =a11 - Ay — a1 - 21
a31

3.10 Vypocet determinantu matice 3. fadu - Sarrusovo pravidlo

aip 413
|A| = Q2 _M33| = 11 Ay - A33 + A1 - A3 - 413+ A31 - 412 - 23
M35 \433
\< K—‘(ﬂla “fpp - A31 + A3 - A3 - A1 + a3z - A1p - A1)
a11 a1
az1 a2
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Poznamka
(Pro determinanty ¢tvrtého a vyssich fada Zadné obdobné pravidlo neplati.

3.11 Vypocet determinantu matice 4. a vyssich fadt

Vypocet determinantt vyssich ¥add (). 4 a vyse) muzeme provadét piimo podle definice,
coz je ale velmi pracné. Matici bud’ pfevedeme na trojithenikovy tvar pomoci ekvivalent-
nich dprav (pozor, nékteré tpravy meéni determinant), poté sta¢i vyndsobit prvky hlavni
diagondly. Dal$i moZnost je pouZiti Véty o Laplaceové rozvoji determinantu.

~ Definice \

Bud’ A ¢tvercova matice fddu n. Submatici A;; budeme nazyvat matici fadun — 1, kterd
vznikne z matice A vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupce. Cislo |Ajj| se nazyva
subdeterminant nebo minor. Cislo 4;; = (—1)"*/|A;j| se nazyv4 algebraicky doplnék
cisla aj;.

~ Véta .

Laplacetv rozvoj determinantu
Bud’ A ¢tvercovd matice fadu n, pak

|Al =ap-dn +ap-dp+--+ay -4y, Yi=12,...,n

~ Pozndmka

* Zcela analogicky lze vétu zformulovat pro rozvoj podle sloupce.

¢ Pfi vypoctu postupujeme tak, Ze si vybereme libovolny fadek nebo sloupec, a
zkonstruujeme Laplacetiv rozvo;.

N

* Hodnota determinantu nezévisi na volbé fadku nebo sloupce, vzdy musi vyjit
stejné.

* Je vhodné volit pro konstrukci rozvoje ten fddek nebo sloupec, ktery obsahuje co
nejvice nul.

3.12 Inverzni matice

~ Definice

Bud’ A matice. Pokud existuje matice B s vlastnosti A - B = B- A = E, pak se B nazyvéa
inverzni matice k matici A, zna¢ime B = A~ L.

\

~ Pozndmka

Pokud inverzni matice existuje, pak je uréena jednoznaéné a navic matice A a A~! jsou
zjevné matice stejného fadu. O existenci inverzni matice rozhoduje jeji regularita. In-
verzni matice existuje pouze pro piipad reguldrnich matic.
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~ Véta §
Ke kazdé regularni matici A existuje inverzni matice A1, a plati:

A7 = ’1’

\ J

~ Véta .

Je-li A regularni matice ¥adu n, pak

A*l — |114| . (Aalg)T,

kde A%'8 je matice algebraickych dopliikt k prvkiim matice A. Matice (A%8)T se nazyva
adjungovana matice k matici A.

\ J

3.13 Vypocet inverzni matice elimina¢ni metodou

KaZdou regularni matici A pfevedeme jen fddkové ekvivalentnimi tpravami na jednot-
kovou matici E. Stejné tpravy aplikujeme na jednotkovou matici E, ktera timto pfejde na
hledanou inverzni matici A~!, symbolicky

(A[E) ~ -~ (EJATY).

3.14 Soustavy linearnich rovnic

~ Definice N

Soustavou m linedrnich rovnic o 7 neznamych rozumime

a11xy +apxy + - -+ a1x, = by
Ap1X1 + a0Xp + - - - + A2 Xy = b

A1 X1 + A2 X2 + -+ ApXp = by,

kde a;; se nazyvaji koeficienty soustavy, x; jsou nezndmé a b; jsou pravé strany rovnic
soustavy proi =1,2,...,m,j=1,2,...,n.

\ J

~ Definice N

ReSenim soustavy m linedrnich rovnic o n nezndmych nazveme kazdou uspofddanou
n-tici x = (xq,x2,...,%,), kterd po dosazeni do soustavy za jednotlivé nezndmé splni
vSechny rovnice soustavy.
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~ Definice

Matici A, jejiz prvky tvofi koeficienty soustavy a;; nazgvdme matici soustavy. Matici
A|B, ktera vznikne z matice A p¥ipojenim sloupce pravych stran, nazyvame rozsifenou
matici soustavy.

a1 dap e Ay a;1 a4 - a1, | b
ay Ay - Ay ay Ay -+ Ay | b
Anl Am2 - Amn Ayl Am2 - Amn | b

~ Pozndmka

Soustavu m linedrnich rovnic o 7 neznamych miiZeme zapsat také ve formé maticové
rovnice:
A-x=B,

kde A je matice soustavy, x je sloupec nezndmych a B je sloupec pravych stran soustavy,
tedy

apn a4 - Ay X1 b
a1 dxp - Ay x| |
Anl Am2 - Amn Xm b

~ Definice

Pokud mé soustava m linedrnich rovnich o n nezndmych vSechny pravé strany rovny
nule (. by =0, b, =0, -, by, = 0,), pak se nazyvd homogenni soustava.

~ Véta

Frobeniova véta:
Soustava m linedrnich rovnic o n nezndmych mé alespoii jedno feseni, pravé kdyz se

NP4

hodnost matice soustavy rovna hodnosti matice rozsifené,

h(A) = h(A|B) = h.

~ Pozndmka

e Pokud h(A) # h(A|B), pak FeSeni soustavy neexistuje.

* JestliZe feSeni soustavy existuje a h = 1, md soustava pravé jedno feSeni, proh < n
mad soustava nekonecné mnoho feSeni zavislych na n — h parametrech.

* Z Frobeniovy véty plyne, Ze homogenni soustava linedrnich rovnic ma vzdy ale-
spon trividlni feSeni, x = (0,0, ...,0).
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3.15 Gaussova elimina¢ni metoda

Definice

Dvé soustavy o stejném poctu nezndmych (pocet rovnic nemusi byt stejny), nazyvame
ekvivalentni soustavy, jestlize maji stejnou mnoZzinu feSeni.

( Pozndmka

Ekvivalentni Gipravy soustav jsou analogem fadkové ekvivalentich tprav matic.

Gaussova elimina¢ni metoda - postup
1. Vytvotime rozsifenou matici soustavy A|B.
2. Matici A|B pfevedeme na schodovity tvar.
3. Provéfime existenci feSeni z Frobeniovy véty.

4. Prevedeme matici na Gauss-Jordantiv tvar.

5. Urc¢ime konkrétni tvar feSeni.

3.16 Cramerovo pravidlo

Cramerovo pravidlo se da pouZit pouze pro soustavy matic s regularni matici soustavy,
tj, pro soustavy n linedrnich rovnic o n nezndmych, kdy matice soustavy A je ¢tvercova a
navic |A| # 0.

~ Véta §
Cramerovo pravidlo:

Je-limatice soustavy A - x = B regularni (j. |A| # 0), pak existuje jediné feSeni soustavy
x, pfi€emz pro jeho slozky x; (k = 1,...,n, kde n je potet neznamych soustavy) plati

_ A
Al

kde |Ak| je determinant matice, kterd vznikne z matice A nahrazenim k-tého sloupce
sloupcem pravych stran.

\ J

Cramerova pravidlo - postup
1. Ovétime, Ze |A| # 0.
2. Uréime jednotlivé determinanty | Ag|.

3. Nalezneme jednotlivé komponenty feSeni dosazenim do formule z pfedchozi véty.
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3.17 Maticové rovnice

Maticové rovnice jsou rovnice, ve kterych vystupuji matice, napi-.:
A-X =B,
X-A=B,

matice X je hledand nezndmd matice, A je reguldrni matice a B je matice vhodného typu.

Takovéto rovnice mtizeme fesit pomoci inverzni matice A=, a to ndsobenim dané rovnice
matici A~! zleva nebo zprava, dle typu pocitané maticové rovnice.

 Reseni rovnice typu A- X = B
Rovnici ndsobime matici A~ zleva, tedy

A-X=B /- A1 zleva
A1 A.X=A"1.B,
E-X=A"1'B
X=A"1B

* Reseni rovnice typu X - A = B
Rovnici ndsobfme matici A~! zprava, tedy

X-A=B /- A7t zprava
X-A-A1'=B-A71,
X-E=B-A"!
X=B-A.

3.18 ReSeni soustavy linearnich rovnic pomoci inverzni matice

~ Pozndmka

Soustavu linedrnich rovnic A - x = B lze pro reguldrni matici A feSit jako specialni ptipad
maticové rovnice,
x=A"'B.

~ Véta

Je-li matice soustavy A - x = B regularni (4. |A| # 0), pak existuje jediné feSeni soustavy
X,

x=A"1.B.
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4 Analyticka geometrie

4.1 Vektory

Co je to vektor? Na tuto pomérné zdsadni otazku existuje jednoducha odpovéd’. Vektor je
prvek vektorového prostoru. Je tfeba ovSem také fici, co je to vektorovy prostor. Pro nase
Ucely si vystac¢ime s nasledujici definici.

~ Definice N

Vektorovy prostor V nad mnozinou realnych cisel R je mnozina s operaci s¢itdni +

prvkh z V (vektord) a vnéjsi nasobeni - vektoru redlnym cislem, pficemZ Vu, v, w €
V, v,q € Rplati:

1. u+v=v+u 5. T-u=u

2. ut+(v+w)=(u+v)+w 6. p-(q-u)y=(p-q)-u

3. u+0=u 7. (p+aq) u=(p-u)+(q-u)
4. u+(—-u)=0 8. p-(u+v)=(p-u)+(p-v)

~ Pozndmka

V mnoziné V existuje neutrdlni prvek vici s¢itdni, tzv. nulovy vektor, tj. plati 0 + u =
u+0=u.

~ Pozndmka

Prikladem vektorovych prostorti nad mnoZinou R je samotna mnoZzina IR, déle kartéz-
sky souc¢in mnozin redlnych cisel se sebou, R” (tzv. aritmeticky vektorovy prostor). My
se pro nage tGcely omezime na vektorovy prostor R® nad R. Jeho prvky (uspofddané
trojice) budeme nazyvat aritmetické vektory, zna¢ime u = (uy, up, u3).

~ Definice )

Linedrni kombinaci vektora uy,uy,...,u, € V rozumime vektor v = viuy + vup +
-t ouu, € V, kdevy,0,,...0, € R,

~ Definice

Rekneme, Ze vektory uy, uy, ..., u, € V generuji V, jestlize 1ze kazdy vektor z V vyjadrit
jako jejich linedrni kombinaci.

\ J

~ Definice 3

Rekneme, Ze vektory uy, uy, ..., u, € V jsou linedrné nezavislé, jestlize plati

nu+ovuy+---+o,u=0 = vi=v=---=1,=0.

Neplati-li tato podminka, pak jsou vektory linedrné zavislé.
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~ Definice 3

Rekneme, Ze vektory uy, uy, ..., u, € V tvofi bazi vektorového prostoru V, jestlize gene-
ruji V ajsou linedrné nezavislé. Pocet vektorti baze se pak nazyva dimenze vektorového
prostoru V, zna¢ime V" nebo dimV = n.

\ J

~ Definice )

Necht' vektory uy,up,...,u, € V tvori bazi V. Pak koeficienty v1,vy,...,v,; € R line-
arni kombinace v = vyuy + voup + - - - + v,4u, se nazyvaji soufadnice vektoru v v bazi
uj, uy, ..., Uy Zapisujeme v = (221,02, .. .,vn).

\ J

~ Definice )
Bud’ V vektorovy prostor nad R. Zobrazeni - : V x V — IR se nazyva skaldrni soucin
na V, jestlize pro kazdé u,v, w € V alibovolné c € R plati:

1. (u4+v) w=u-w+v-w 3. u-v=v-u

2. (cu)-v=c(u-v) 4 u#0=u-u>0

~ Definice .

Rekneme, Ze vektory u, v € V jsou na sebe kolmé, jestlize u - v = 0. Velikosti vektoru u
rozumime &islo |u| = /u - u.

\ J

~ Definice \

Rekneme, Ze baze uy,uy, ..., u, vektorového prostoru V je ortonormadlni, jestlize vek-
tory bédze jsou jednotkové (jejich velikost je rovna jedné) a navzajem na sebe kolmé.
Odpovidajici soufadnice v ortonormdlni bazi pak nazyvame kartézské soutadnice.

\ J

~ Definice N

Bud’ V vektorovy prostor. Afinnim prostorem nad V rozumime mnoZzinu A, spole¢né s
operaci s¢itani +, kterd libovonému prvku z A a libovolnému vektoru z V pfifadi prvek
zA . A+u=B,A Be A uecV. Prvkim z A fikdme body.

~ Definice \

Bud’ A afinni prostor nad V. Je-li na V zaveden skalarni sou¢in, pak se afinni prostor
nazyva Eukleidovsky prostor, £.

\ J

4.2 Zakladni pojmy a definice

Omezime se na trojrozmérny Eukleidovsky prostor, ktery budeme oznacovat £ a ztotoz-
tiovat s R3, body & 3 znadime A = [a1,a2,a3). Na R3 existuji rtizné algebraické struktury;
struktura vektorového, afinnitho a Eukleidovského prostoru, aj.
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~ Pozndmka

V trojrozmérném prostoru £2 je kartézsky soufadnicovy systém reprezentovan tfemi
vzdjemné kolmymi osami (znaéime x, y, z), které se protinaji v jednom spole¢ném bodé,
pocatku soustavy soufadnic (zna¢ime O).

~ Pozndmka

V &3 zvolime ortonormadlni bazi tvofenou vektory i = (1,0,0), ] =(0,1,0)ak = (0,0,1).
Pak kazdy vektor u € £ bude mit v této bazi vyjadieni u = uqi + upj + usk. Cisla
uq, Uy, uz se nazyvaji kartézské soufadnice vektoru u, znac¢ime u = (11, up, u3).

~ Definice

Soufadnice bodu A v kartézské soustavé soutadnic je v prostoru trojice redlnych &isel ay,
ay, a3, které dostaneme jako vzdalenost pocatku soustavy soufadnic a kolmého primétu
bodu A do odpovidajicich soutadnych os x, y, z (Oznaceni: A = [a3,4ap,a3] - bod A o
soufadnicich aq, ap, a3).

\

~ Definice

Necht A = [ay,ap,a3], B = [by, b, b3] jsou dva body v prostoru. Orientovanou tseckou
AB nazveme tisecku s pocate¢nim bodem A a koncovym bodem B. Geometrickym vek-
torem rozumime mnozinu vsech souhlasné orientovanych tsecek téze velikosti. (Ozna-
¢eni vektoru: AB nebo a, vektor AB je uréen jako rozdil soufadnic koncového a pocatec-
niho bodu, AB = B — A).

\

~ Definice

Nulovym vektorem nazyvame vektor, jehoz pocate¢ni a koncovy bod splyvaji, tedy jeho
velikost je rovna nule. (Oznacenti: 0).

\

~ Definice

Necht je dédna kartézska soustava soufadnic a libovolny bod A = [a1,a,a3] € E3. Polo-
hovym vektorem nazveme orientovanou usecku OA, O = 0,0, 0].

\

~ Poznamka

Polohovy vektor je tedy télesova thlopficka v kvadru o hrandch a4, a, as.

~ Véta

Necht jsou dany vektory a = (aj,ap,a3), b = (by, by, b3). Pak plati
e pro nédsobeni vektoru redlnym &islem c € R

c-a=(c-ay,c-ayc-az),
e pro rovnost vektort

a:b{:}alzbl, d2:b2,03:b3/
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e pro soucet vektorti
a+b=(ay+by,ay+byas+0b3),

e pro rozdil vektort
a—b=(a1—by,a—bya3—b3),

4.3 Skalarni soucin vektora

~ Definice

Skaldarnim sou¢inem dvou nenulovych vektort a, b (oznaceni: a - b) rozumime ¢islo,
pro které plati
a-b=ay-by+ay -by+as-bs.

\

~ Poznamka

JestliZe je jeden z vektorti a, b nulovy, pak
a-b=0.

~ Definice N

Necht je dén vektor a = (ay,ap,a3). Velikosti vektoru a (oznadeni:

la| = Va-a= a2+ a2+ as.

\ J

a|) rozumime

~ Definice N

Odchylka dvou vektorti a = (a1, ay,a3),b = (b, by, b3) je &islo (thel) ¢ € (0, 7T) splitujici

a-b=|a||b|cos ¢.

\ J

Vlastnosti skalarniho souéinu

1. komutativni zdkon:
a-b=">b-a,

2. distributivni zdkon:
a-(b+c)=a-b+a-c

3. kolmost vektort:
alb<a-b=0.

4.4 Vektorovy soucin vektor

~ Definice N

Vektorovym sou¢inem dvou nenulovych vektorti a = (ay,a,a3), b = (b1, by, b3) (0zna-
¢eni: a x b) rozumime vektor ¢, pro ktery plati

i j k
c=axb=\|a a as|,
by by bs
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kdei = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0,1) jsou zdkladni jednotkové vektory:

).

ap as
by b3

a; dap
by by

7

~ Véta

N

Mé&jme dva nenulové vektory a = (ay,ap,a3), b = (b1, by, b3) a vektor ¢ = a x b, pak
plati

1. vektor c je kolmy na vektory a a b, tedy

cla AN clb,

2. pro velikost vektoru ¢
lc| = |axb| = [a]-[b]-sing,
kde ¢ je thel, ktery sviraji vektory a, b,

3. vektory a, b, c v tomto poradi tvoii tzv. pravotocivou trojici.

~ Véta

N

Necht' jsou dany vektory a = (ay,a;,a3), b = (b, by, b3). Je-li jeden z vektorti a, b nu-
lovy, nebo je-li vektor a ndsobkem vektoru b (fikame, Ze vektory a a b jsou linedrné
zavislé) pak

c=axb=o.

Vlastnosti vektorového souéinu

1. antikomutativni zdkon:
axb=-bxa,

2. distributivni zdkon:
(a+b)xc=axc+bxeg,

3. nésobeni redlnymi ¢isly a, B € IR:
(a-a)x(B-b)=wa-p-(axb).
Geometricky vyznam vektorového soucinu

1. Vektorovy soucin je kolmy na rovinu urc¢enou vektory a a b.

2. Velikost vektorového soucinu vektorti a, b, tj. |a x b|, udava obsah rovnobéznika o
strandch a a b.

3. Dvanenulové vektory a, b, jsou rovnobézné, pravé kdyz jejich vektorovym soucinem
je nulovy vektor.
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4.5 SmiSeny soucin vektora

~ Definice

SmiSenym soufinem ti{ vektorti a = (ay,ap,a3), b = (b1, by, b3), ¢ = (c1,¢2,¢3) (0zna-
eni: [a, b, c]) rozumime &islo a - (b X ¢), 4.

a; dp das
la,b,c] =a-(bxc)=|by by bs|.
C1 C2 (3

~ Poznamka

a-(bxc)=(axb)-c=c-(axb)=0b-(cxa).

Geometricky vyznam smiSeného soucinu
1. Tti vektory a, b,c jsou komplanarni (leZi v jedné roving), pravé kdyz
a-(bxc)=0.
2. Objem V rovnobéZnosténu urceného vektory a, b, ¢ je ddn vztahem
V=la- (bxc).

3. Objem V ¢tyfsténu urceného vektory a, b, ¢ je dan vztahem

V:é|u-(bxc)].

4.6 Piimka v prostoru

Pfimku Ize jednoznacné urcit dvéma rtiznymi body nebo bodem a vektorem, tzv. uréujicim
smérem piimky,
p=1{AB}, p={AAB}, p={Au}

~ Definice

Vektorovou (symbolickou) rovnici pfimky p = {A, u} nazyvame rovnici
p: X=A+tu,

bod X € p, u je smérovym vektorem pfimky p, t € R je parametr p¥imky p.

\

~ Definice

~

Necht' je dén bod A = [a1,a3,a3] a smérovy vektor u = (uy, up, u3). Parametrickymi
rovnicemi p¥imky p = { A, u} nazveme rovnice:

x =ay + tuy,
p:y = ax-+tuy,
z = az + tus,
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L bod X = [x,y,z] € pjebod leZici na dané piimce. J

~ Pozndmka

Vsimnéme si, Ze parametrické rovnice pfimky dostaneme opét pouhym dosazenim pfi-
slusnych soufadnic daného bodu a vektoru do vektorové rovnice piimky.

~ Poznamka

Obecné rovnice piimky v prostoru neexistuje! Pfimku lze vSak zadat jako priisecnici
dvou rovin.

4.7 Vzajemna poloha dvou pfimek
Necht jsou dény dvé pfimky p, g o rovnicich:
p: X=A+tu, q:X=B+swv.

RozliSujeme ¢tyfi typy vzdjemnych poloh, vzdy zélezi, co maji anebo nemaji pfimky spo-
le¢ného:

* Vzédjemna poloha rovnobézna rtzna
pllg < majispoletny smér, nemaji spoletny bod
* Vzijemna poloha totozna

p=q < majispolecny smér abod, tzn. vSechny body
* Vzdjemna poloha rtiznobézna
pNg={P} <« nemajispole¢ny smér, maji spole¢ny bod
* Vzidjemna poloha mimobézna

p fq < nemajispoletny smér ani bod

( Poznamka

Spole¢nému bodu rtiznobéZznych piimek se ¥ikd priasecik.

Ke zjisténi konkrétni vzajemné polohy se pouziva klasifikaéni matice. Matici poskladdme
ze smérovych vektorti a pfiddme tzv. bodovy smér, vektor spojujici urcujici body pfimek.
Radky, které se v matici pti fddkové ekvivalentnich Gpravach anuluji, pak indikuji odpo-
vidajici spole¢nou vlastnost. Klasifika¢ni matice

u

p={A,u}, q=1{B,v}, v
AB
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4.8 Rovina v prostoru

Rovinu lze jednoznac¢né urcit ttemi body neleZicimi na téZe piimce; dvéma body a smérem
urcujicim p¥imku, kterd témito body neprochazi; bodem a dvéma nekolinearnimi sméry,

p={AB,C}, p={ABu}, p={Auv}.

~ Definice \

Vektorovou (symbolickou) rovnici roviny p = { A, u, v} nazyvame rovnici
p: X=A+tu+sv,

bod X € p, t,s € R jsou parametry roviny p.

~ Definice

Necht' je dan bod A = [ay,a3,a3] a smérové vektory u = (uq,up, u3), v = (v1,03,03).
Parametrickymi rovnicemi roviny p = { A, u, v} nazveme rovnice:

X = ay + tuy + svq,
0y =ax-+tuy+svy,
z = az + tus + svs,

bod X = [x,v,z] € pjebod leZici na dané roviné.

~ Poznamka

Vsimnéme si, Ze parametrické rovnice roviny dostaneme pouhym dosazenim piislus-
nych soufadnic danych bodt a vektort do vektorové rovnice roviny.

Rovina uréend bodem a normdlovym vektorem

~ Definice

Normilovym vektorem roviny p (oznaeni: n = (a,b,c)) nazyvame vektor kolmy na
rovinup, n L p.

\

~ Poznamka

Normalovy vektor roviny p je kolmy na vSechny vektory této roviny, tedy plati

AX-n=0, bodyA, X € p.

RozepiSeme skaldrni soudin pro A = [a1,ap,a3], X = [x,y,z], AX = (x — a1,y — ap,z — a3),
n=(ab,c),
(x —ay)a+ (y —ap)b+ (z—a3z)c = 0.

Rozndsobenim a oznatenim d = —(aay + bay + caz) dostavame

p:ax+by+cz+d=0.
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~ Definice 3

Obecnou rovnici roviny p nazyvame rovnici

p:ax+by+cz+d=0.

~ Definice )

Usekovou rovnici roviny p nazyvame rovnici tvaru
X Yy oz
—+=+-=1,
pq T

kde p, q,r € R pifedstavuji tiseky, které vytinad rovina na soufadnych osach.

\ J

Poznamka

Rovina dana obecnou rovnici mize mit rdzné polohy vzhledem k soufadnym osdm v
zavislosti na koeficientech a, b, ¢, d. Neobsahuje-li rovnice roviny nékterou proménnou
(soufadnici), pak je dana rovina rovnobézna s pfislusnou osou, popiipadé touto osou
prochéazi.

4.9 Vzajemna poloha p¥imky a roviny
Necht je ddna pfimka p a rovina p o rovnicich:
p:X=A+tu, p:X=B+kv+Ilw.

Rozlisujeme tfi typy vzajemnych poloh, vzdy zélezi, co maji anebo nemaiji objekty spole¢-
ného:

* Vzédjemna poloha rovnobézna rtzna

pllp < majispole¢ny smér, nemaji spole¢ny bod

* Vzijemna poloha p¥imka lezi v roviné

pCp < majispoletny smér a bod, tzn. vSechny body primky

* Vzidjemna poloha rtiznobézna

pNp={P} < nemajispoletny smér, maji spole¢ny bod

NEEXISTUJE MIMOBEZNA POLOHA PRIMKY A ROVINY V TROJROZMERNEM
PROSTORU!
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Poznamka
(Spoleénému bodu v pfipadé riiznobézné polohy pfimky a roviny se fika priisecik.
Ke zjisténi konkrétni vzajemné polohy se pouziva klasifikaéni matice. Matici poskladdme
ze smérovych vektor(i a pfiddme tzv. bodovy smér, vektor spojujici urcujici body piimky a

roviny. Radky, které se v matici p¥i fddkové ekvivalentnich tpravach anuluji, pak indikuji
odpovidajici spole¢nou vlastnost. Klasifika¢ni matice

u
0
p = {A’ u}/ p = {Blvl w}/ w

AB

410 Vzijemna poloha dvou rovin

Necht jsou dédny dvé roviny « a 8 o rovnicich:
a:X=A+ku+lv, B:X=B+pu +rv.
RozliSujeme tfi typy vzdjemnych poloh, vZdy zélezi, co maji anebo nemaiji objekty spolec-
ného:
* Vzijemna poloha rovnobézna riizna
x| B < maji spole¢né sméry, nemaji spole¢ny bod
* Vzijemna poloha totozna

x=p <& majispoletné sméry a bod, tzn. vSechny body

* Vzédjemna poloha rtiznobézna

aNB=p < maji spolecny smér, maji spolecny bod

NEEXISTUJE MIMOBEZNA POLOHA DVOU ROVIN V TROJROZMERNEM PRO-
STORU!

Pozndmka
(Spoleéné pfimce rtiznobéZznych rovin se ¥ika priisecnice.
Ke zjisténi konkrétni vzajemné polohy se pouziva klasifikaéni matice. Matici poskladdme
ze smérovych vektorli a pfiddme tzv. bodovy smér, vektor spojujici urc¢ujici body rovin.
Radky, které se v matici pii fddkové ekvivalentnich tpravach anuluji, pak indikuji odpo-
vidajici spole¢nou vlastnost. Klasifika¢ni matice

a={Auv}, p={Bu,v'},
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411 Vzdailenost bodu od pfimky

M
AM
d d(MrP>:|ux|u| |

[\ u N

P A X ’

Vzdalenost bodu M od piimky p = { A, u} je velikost vektoru MX kolmého na pfimku p a
prochéazejictho bodem M, pficemZz X € p je kolmym primét bodu M do piimky p.

412 Vzdalenost bodu od roviny

M
I d(M p):|am1+bm2+cm3+d|
o )g}l%< ’ Va2 {12+ 2

Vzdalenost bodu M = [my, my, m3] od roviny p : ax + by + cz +d = 0 je velikost vektoru
MX kolmého na rovinu p a prochdzejictho bodem M, pficemz X € p je kolmy primét bodu
M do roviny p.

4.13 Vzdalenost dvou rovnobéznych rovin

V jedné z rovin zvolime libovolny bod a tlohu pfevedeme na hledédni vzdalenosti bodu od
roviny. Pro vzdalenost dvou rovin « : ax + by +cz+dy =0, B : ax + by + cz + dy = 0 plati

d(a, B) = M
4.14 Odchylka dvou pf¥imek
q u '
@ cosp = ’Z“UJ"(PE<O/7T/2>
p 0

Odchylku dvou piimek urc¢ime jako odchylku jejich smérovych vektort.

4.15 Odchylka pfimky od roviny

A,

Odchylku pfimky od roviny pfevddime na odchylku pfimku od normalového sméru ro-
viny.

s
<

i
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416 Odchylka dvou rovin
Odchylka dvou rovin prechazi

\% un v odchylku jejich normalovych
np smér.
My -1
cos ¢ = 7’ - 1g|
|1y - |”/3’

4,17 Piicka mimobézZzek

{ Definice

Pficka p mimobézek m a n je kazda pfimka p, ktera obé mimobéZzky protina.

N

m n

~ Poznamka

Pri¢ek existuje nekone¢né mnoho. Obvykle se fesi tiloha, kdy hleddme pficku dvou mi-
mobéZek prochdzejici danym bodem nebo rovnobéZznou s danym smérem.

Naleznéte p¥icku prochazejici danym bodem P
1. m={M,m},n={N,n}
2. a ={P,M,m}, p={P,N,n}
3. p=anp
Naleznéte p¥icku rovnobéZnou s danym smérem p
1. m={M,m},n={N,n}
2. a={M,m,p}, p={N,n,p}
3.p=anp
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~ Definice

Osa mimobézek je pficka, ktera je na obé mimobéZzky kolma.

\

~ Pozndmka
Osu hleddme stejné jako v pfipadé pficky rovnobézné s danym smérem. Smér ovsem
musi byt kolmy na obé pficky a ziskdme jej jako vektorovy soucin urcujicich smért obou
mimobézek, 0o = m X n.
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